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Iiitroductio 



Priusquatn ipsum proposilum nostrum aggredimur, non- 
nulla de demonstrationihus , notionibus, inelhodis, qaibus po- 
stea utemur , dicenda, deinde theoremata quaedam saepius 
adhibenda vel adhuc riondum proposita vel synthetico more 
nonduin demonstrata, demonstranda sunt. Theoremata seinel 
tantum adhibita suo locq demonstrabimus. 

§. I. Deflnitio paris binorum punctorum vel radioram 
coniuncte imaginariorum. — Multis theorematibus et aliarum et 
quas nos tractabnnus partium geometriae (ex gr. theorematibus 
de fascibus scctionum conicarum per eadem quattuor puncta tran- 
seuntium), quorum in enunliatione par punctorum vel radioruiii 
plane eandem ad theorems relationem habentium occurrit, alia 
coordinate sunt theoremata, in quibus involutio sine elementis 
duplicibus locum paris illius punctorum vel radiorum obtinet. 

Quod par punctorum vel radiorum definire possumus involu- 
tions in illorum recta coniunctionis vel circa punclum inter- 
sections posita, quae ilia ut elements duplicia conlinet, quo 
fieri potest, ut bina talia theoremata una enuntiatione am- 
plectamur. Sed quum in hoc turn in aliis casibus multo com- 
modius atque brevius loquemur, si invoiutionem illam par ele- 
mentorum coincidentium non continentem una cum communi 
coniunctionis recta vel cum intersectionis puncto parium voce 
„par punctorum vel radiorum coniuncte imai/inariovun »“ vel 
tantum „par punctorum vel radiorum imaginariorum* deno- 
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ininainus (nam notione uniiis puncti vel radii imaginarii, quain- 
quam a rlai de Stall dt rtiam in synthelicam geouietriain 
iani intrnducta sit, non utimnr). Oumn enim terminus „par 
punctorum vel radioruin* et reale el imatfinariuin signilirat, 
enuntiatio alterius theorematis ipsam enuntiationem alius, al- 
teri coordinati, amplectitur. Ita de pari iittersectionum recta*: 
et sectionis conicae vel de pari tangentium e puncto ad co- 
nicam ductnruin loquemur etiam si recta nullum rum section*: 
conica punctual commune habet vel si punctual inlra conicam 
situin est, in hoc casu involutionem polarcm circa punctum, 
in illo involutionem polarem in recta sectione ilia conica de- 
linitaiu intelligentes. Si porro de radio vel de puncto quarto 
harmonico radii vel puncti pro pari dale radiorum vel pun- 
ctorum agitur, volumus intelligus radium dHto coniugatuin vel 
punctum dato coniugaturn in involutione per par datum ut 
par elemcntorum duplicium definita, quae, si elementa ilia 
imaginnria sunt , par elementorum duplicium non hnbens hoc 
ipsum par repraesentat. Aliae translationes modi enuntinndi 
in altero casu adhibiti ad ambos, e. gr. „recta coniunctionis 
paris punctorum imaginariorum* , _par intersectionum rectae 
et paris radiorum imaginariorum* etc. per se intelliguntur. 
Nonnullas interpretabimus ubi primum occurrunt. 

§. 2. De paribus imaginariis, quae praeter realia in ia- 
volutioue continentur. — Par punctorum ut involutionem, cu- 
tus puncta duplicia sunt, concipientes ipsam involutionis no- 
lionem ampliorem reddimus. Quovis pari involutionis punctis 
duplicibus praeditae nova involutio definita est puncta duplicia 
prioris ut par continens. Praeter involutiones autem unum 
et alternm par illius puncta duplicia habentes est series invo- 
lutionum sine punctis duplicibus illius puncta duplicia ut par 
recipientiuiu, lias quoque ut „paria imaginaria u ad principaiem 
involutionem referimus. Involutio sine punctis duplicibus pa- 
ria imaginaria non habet, sed par imaginarium est omnis 
involutionis par aliquod alterius ut puncta duplicia conti- 
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nentis. yuan omnia simili modo in involutionibus radioruin 
valent. 

Notio involutionis latius patens inulta theoremata ampli- 
ficat partim cum hac sua arnplilicatione iam demonstrata, par- 
tini facilia demonstratu; e. gr. theorema, cojiicas per eadein 
quattuor puncta Iranseuntes in rectam involutionem incidere. 
Deinde hac nolionis involutionis amplificatione nonnullae dis- 
continuitates renioventur, quae in re inesse videbantnr. Si 
e. gr. pro quoque pari involutionis puncta dd' puncta duplicia 
liahentis punctual quartum harmonicum a' puncti Cxi a quaeri- 
inns, parium realiuni tantum rationem habentes non omnc 
punctum rectae pro ipso a' nanciscemur (si centrum cuiusque 
paris quaeriinus, nullum pum-tum spatii dd' inveniemus). Ea- 
dein amplificatione theorema, hinas involutiones in eadem recta 
vel circa idem punctum positas unum par commune habere, 
sine exceptions valet. Nam si paria elementorum coinciden- 
tium amharum involutionum sese separant, ipsa his paribus 
definita involutio par illud commune repraesentat. Hoc in eis, 
quae sequuntur, magni momenti est. 

yuui.i inferiors loco involutiones homographicos ad alias 
lormas referenda!* sint, sine ilia amplificatione nihil proficere- 
inus, nain sine ea in alia forma usset scries elementorum, qui- 
bus in involutione nihil responderet. 

§. 3. De sectionibus conicis imaginariis. — Notio sectio- 
nis conicae plane simili modo amplificari potest, quo notio 
involutionis. Ut illic bina puncta involutione definiuntur, cuius 
puncta duplicia sunt, ita hie conicam definitam concipere 
possumus relatione reciproca (vel systematibus reciprocis et 
reciproce iacentibus), cuius directrix est. Bina autem talia 
systemata non habentia polos in polaribus suis silos , tamen 
reciproce iacere possunt; turn id repraesentant, quod sectio- 
nem conicam iinaginariam dicimus*). In talem sectionem co- 

*) Ex hac definition** seetjonum conicnrnm omnes fere proprieties 
e»rum (imprimis generationem fnscimn radiorum vel serierum ptmetorum 
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nicam , qutun in qtiavis recta , circa quodvis punctum involu- 
lionem polarem definiat , omnia valent thcoremala ile polis et 
polaribus, itaque habet centrum, focos realcs , diametras con- 
iugatas etc Hie quoque amplificatio nolionis discontinuitatem 
tollit, quae in fascibus conicarnm per cadem quattuor piincta 
imaginaria transeuntium occurrit. Poli cuiusvis rectae pro 
omnibus tabs fascis conicis conicam K percurrunl. Si reales 
tantum conicas fascis respiceremus , non omne illius conicae 
K punctum polus illius rectae fieret; si fascem hornographicos 
referremus ad fascem radiorum per idem punctum transeun- 
tium , parti radiorum in fasce conicarum nihil responderet. 
Qua sectionis conicae definitions quamquam facile carere pos- 
sumus, tamen ideo earn commemoravinius primum, quod po- 
nere nobis licet, omnia theoremata, quibos utamur, etinm pro 
ca demonstrata esse, deinde quod disquisitio nostra, in qua 
fasces conicarum per bina paria punctorum imaginaria quo- 
que transeuntium emergent, gravissimum supplementum as- 
sequitur. 

§. 4. De proiectione in sectionem conicam. — In disqui- 
sitionibus nostris inethodo ab ill. Steiner et Chasles ad 
construendas radices aequationum secundi, tertii, quarti gra- 
dus adhibita saepius utemur ad demonstranda theoremata, quae 
spcctant ad seriem punctorum in recta G positain et homo- 
graphicam involutioni in cadent recta G collocatae. Haec metho- 



hoinograpliicarmn ope efTectam) facile et plurimas quidem facilius, quant ex 
alia definitione, demonstrabis, quum totam doctrinam polorum atque polarinm 
pro sectione coniea praemissis considerationibus de systematis reeiprocis 
iam comprehendaa. Quae methodus eo quam inaxime commeiidatur , quod 
statim ab iuitio et realem et imaginarium casum amplectitur; ad systemaht 
reciproca et eorum conditioner reciprocas consideranda definitio eorum hia 
duabus conditionibus data, quarum una in eo posita est, quod cuivis puncto 
unius systematis semper una et una tantum recta alterius respondeat , altera 
in eo , quod punctis rectae in uno systeiqate radii puncti in altero respon- 
dent, unu cum primis theorematibus de relation ibue .homographicis sufficit. 
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<lus positu est in eo, quod omnia rectae G puncta ad theorems 
perlincntia cum punclo fixo p conicae auxiliaris At reetis con- 
iunguntur et quod loco cuiusque puncti ipsius G intersectio 
altera rectae punctum cum ipso p coniungentis et conicae At 
collocatur. Quas intersectiones „proiectiones u appellabiinus 
T punr.toi'um rectae G in conicam At“ ; proiectionem cuius- 
que puncti eadem littera unciis inclusa signiiicabitnus. 

§. 5. De seriebtts homographicis punctornm in sectione 
conica et tangentinm circa sectionem conicam positis. — Sit 

K conica, p punctum fixum , s punctum mobile ipsius K; K' 
sit alia conica , quae punctum fixum p' , mobile s’ continct. 
Radii ps, p's’ ipsoruin p et p' litteris S, S' notentur; pro quo- 
vis puncto s ipsius K, s ipsius K', nanciscimur quemvis radium 
S ipsius p, S' ipsius p. Iam si cuique puncto s punctum s' 
coordinamus, ita ut radii S ipsius p homographicos referantur 
ad radios S', relatio, quae inter puncta s et s' intercedit , ita 
comparata est, ut unicuique s unum et unum tantum s', uni- 
cuique s' unum et unum tantum s respondeat. Turn dicimus 
„ puncta s et s percurrere conicas K et K' homographicos “ 
vcl n for mare series hbmographicas in conicis K et !£*“*). 

Tangant in casu reciproco rectae t, t' conicas r. x', per- 
currant puncta A, A' ipsas t, t' homographicos, tinges tan- 
gentes alteras a a' cx ipsis A, A' ad conicas ductas esse, turn 
dicemus v tangentes a, a' percurrere cel 'formate series tan- 
gentium homographicas circa conicas x, x 

Plane eadem ratio est, qua „ puncta conicae K homo- 
graphices referred possum us .ad tangentes alius conicae x u . 

In nostris disquisitionibus ut conicae K, K', ita x, x, 
neque minus x, K semper coincidunt. Turn omnes proprieta- 
tes fundamentals omniaque theoreinata , quae sive ad series 
homographicas in eadem recta vel ad fasces radiorum circa 

— " ■ - ■ * •; i( ' t 

*) Facio cum clar. G ft pel „Uebcr Projectivitat der KepelschniMc“, 
C relic, Band 36. • ‘ , • . 
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idem punclum sive ad binds series in divcrsis rectis vei ad 
fasces circa divcrsa puncta positos sive ad seriem punctoruui 
in recta iaoentem unh cum fasce radiorum seriei homogra- 
phico et circa punctum collocato spectanl sine ullo discrimine 
transferuntur in has formas in conica vei circum conicam 
positas. In quo negotio proprietates et theorernata primae 
classis a nobis propositae in proprietates et theorernata se- 
cundae transeunt atque cum iis coincidunt. E. gr. : punctis 
unius seriei in conica positae up yd respondeant in altera in 
eadem conica posita puncta u, p f y, 6' intersecliones 

parium rectarum a/? et up, uy et u y, ad" et uS, p j' et 
ply .... in eadem inveniunlur recta X. Significent eaedem 
litterae paria tangentium coordinatarum e binis langentium 
seriebus homd^raphicis et circa conicam positis : rectae con- 
iunctionis intersectionum parium rectarum up et up . . . . 
commune habent punctum inlersectionis n. Si recta X co- 
nicam secat resp. si tangentes duci possunt ex puncto n ad 
conicam haec puncta inter sectionis resp. hae tangentes ele- 
menta sunt duplicia binarum serierum homographicarum. 
(Qua proprietate iam ill. Steiner ad construenda puncta du- 
piicia binarum serierum homographicarum in eadem recta po- 
sitarum usus est, binas series e puncto fixo p conicae in hanc 
conicam proiiciens [Cf. „Systematische Entwickelung“ etc. 
§. IT, II.], quamquam definitionem a cel. Go pel primum po- 
sitam nondura proponit.) Binae series punctorum homogra- 
phicae in conica K positae conicam producunt C 2 , quae 
ipsam K in recta A. (realiter cel imaginarie) dupliciter tan- 
git; perinde binae series tangentium homographinae et circa 
conicam x positae conicam F 2 producunt, quae ipsam x in 
polari puncti n (realiter vei imaginarie ) dupliciter tangit *). 

(Terminus ^imaginarie dupliciter tangere 4 rationem plane 
geometricam binarum conicarum significat, quam infra cxpli- 
cabimus.) 



*) Aoibo theorernata clar. GO pel loco citato demonatravit. 
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Quorum in versa Iheoremata ita enuntiantur : Sit Ct co- 
rnea alteram K dupliciter tangens et intra ipsam K situ, 
tanyenles ipsius C* in ipsam k duos series punctorum ho- 
mographicas iudd unt. Sit F , cornea alteram x dupliciter 
tangens et extra ipsam x sita, paria tangentium ex punctis 
ipsius Ft ad ipsam * duet arum duas formant series homo- 
yraph.iv.as tangentium circa ipsam x. 

Facile perspicitur, etiam pro conicis K et C » duo pun- 
cta, circa quae utraque conica easdetn involutiones ut invo- 
lutiones polares definial , in communeiu rectae A polum coin- 
cidere, conicas autem k et Ft communem ipsius puncti n 
polarem chordalem dupiiceiu habere, ita ut , s{ dices, conicas 
reaiiter vel imaginarie dupliciler sese tangere, ratio in utro- 
que casu recte significala futura sit. 

Alia, quam adiiciam proprietas formis houtograpbicis in 
con tea et circa conicaiu positis pecuiiaris eo contjnetur, quod 
et paria tangentium in bints punctis d uarum serierum homo- 
graphicarum in conica positarum duas formant series homo - 
graphicas tangentium circa conicam , et paria punctorum 
tactionis binarum tangentium e duabus seriebus homographi- 
cis circa conicam positis series formant homographicas in 
conica. 

§. 7. De involutionibns , quae vel in conica vel circa 
conicam positae snnt. — Ouodque punctum « quum ut conica 
datam conicam K dupliciter tangens (polaris ipsius n jit chor- 
daiis duplex) accipi possit, radii ipsius n , quippe qui tangeu- 
tes conicae n formant , in conicam K series homographicas 
punclorum incidunt. Quibus in seriebus quum puncto primae 
in altera id punctum respondeat, quod iUo ut puncto aiterius 
et in prima respondeat, iure statuemus, T series Mas puncto- 
rum in conica esse in involutione vel for mare involutiunenf . 
Simili ratione quum rectaui A ut conicam conciperc possi- 
mus da tain conicam x dupliciter tangentem (ipsa A est chor- 
dal is duplex) , paria tangentium e punctis ipsius A ad ipsam 
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* ductarum series formant hotnographicas circa ipsam x ; in 
quibus etiam 'quum tangenti prioris seriei in altera ea tangens 
respondeat, q uae ilii ut tangenti alterius et in priore re- 
spondeat etiam hie dicimus: series Mas tangentium circa coni- 
cam x positas esse «'« involatione tel formare incolutionem. 

Tangentes ad conicam in paribus involution is puncto- 
rum ductae incolutionem tangentium perinde ac puncta ta- 
ct ionis parium involutionis tangentium incolutionem puncto- 
rum formant. 

Involationes in conica vel circa conicam positae analo- 
gon praebent conditionis perspectivae binarum rectarutn ho- 
mographicos divisarum vel binorum fascium radiorum hotno- 
graphicorurn. 

Punctual n et rectam X , quum illud ad involutionem 
punctorum, haec ad involutionem tangentium vaide peculiarem 
rationem habeant, illud „punciuin w“, hanc -rcctam invo- 
lutionis appellabimus. Tangentes ex ipso n ductae conicam K 
in punctis duplicibus involutionis tangunt eodemque modo 
tangentes in intersectionibus rectae X et ipsius x ductae tan- 
gentes duplices involutionis tangentium fiunt. 

Eadem notionis amplificatio , quae in punctorum vel ra- 
diorum involutionibus locum habet, etiam in involutiones in 
conica et circa conicam positas cadit. Quodvis par involu- 
tionis punctorum in conica positae novaui in eadem conica 
definit involutionem, quae interseclionem tangentium in punctis 
paris ductarum punctum n habet, haec puncta n extra coni- 
cam omnia in eadem recta inveniuntur nempe in polari puncli 
n involutionis primariae, et singulum punctum polus est rectae 
par illud, ad quod punctum refertur, coniungentis. 

Iam si primariae involutionis punctum n extra conicam 
collocatur, pars radiorum ipsius n conicam non secat, quorum 
poli, qui intra conicam inveniuntur, puncta n involutionum 
sunt seriei puncta duplicia involutionis primariae ul par con- 
tinentium. Huius seriei involutiones ut paria imaginaria ad 
primariam tnvolutionem referuntur. 



Digitized by Google 




9 



§. 7. De proiectione involntionis punctorum in recta 
positae in sectionem conicam. — involutione I in recta G 
data, termino „proiectio huius involutionis in sectionem co- 
nicam 11 proiectiones omnium parium involutionis datae I com- 
plectimur. Si haec paria omnia realia sunt, nihil praeterea 
addendum est, si autem ex parte iinaginaria sunt, hoc sta- 
tnendum est, nos termino n proiectio parts imaginarii“ proie- 
ctionem involutionis illud par repraesentantis intelligcre. Per- 
spicuum est , proiectionein involutionis in conicam et ipsam 
esse involutionem. Rectae igitur coniunctionis proiectionum 
omnium parium involutionis per idem transeunt punctum, 
quod aut extra conicam aut intra conicam situm est, prout 
in involutione puncta duplicia insunt aut non insunt *), 

.t , } . . , _ 

§. 8. De homographica relatione involntionis in invo- 
lutionem vel in aliam formant. — Theorema : Puncta quartet 
harmonica a, b' fixorum rectae G punctorum a, b pro omni- 
bus paribus ud involutionis I in ipsa G positae series for- 
mant homographicas**). 

Demons tra tio : Proiectis omnibus ponctis ipsius G ex 
puncto p conicae K in ipsam K , utrumque punctum (a ), (b ) 
ut altera intersectio conicae K et rectae ipsum (a) vel (b) 
cum polo A rectae (a) (a) coniungentis invenitur. Si omnia 
paria ipsius involutionis deinceps locum ipsius (a) («') obti- 
nent, recta («) («') versatur circa punctum n involutionis, 
punctum A percurrit polarem ipsius n itaque rectae (a) A, (b) A 
fasces describunt perspectives circa puncta (a) et (b), quo 
eflicitur, ut puncta (a), (b) conicam, puncta a', b' rectam G 
homographicos perenrrant. 0 e. d. 



*) Hoc theorema paullo aliter enuntiatum sine deinonstratione invenitur 
in dissertatione ill. C h a s I e s „Constructions des racines des equations du 
3ieme e t du 4 iim « degrd*. Liouville, t. XX. 

**) Hoc theorema ill, Chasles dissertation! iam citatae ut secundum 
lemma sine demonstratione praemisit. 
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Si in recta G punctum a (igimus, alio punclo a' ut quarto 
harmonico ipsius a pro pari quodsin ad involutions 1 acce- 
pto hoc par oniniiio definitum eat, ad quodvis punctnm a' re- 
ctae G hoc modo unum rt unum tanlum par invoiulioais I 
pertinet. Iain si puncta re clan G ut puncta a' accepts ad 
eleinenta x cuiusvis aliae formae homographicos referuntur, 
cuivis elemento x unum solum punctum a' itaque unum solum 
par au, cuivis pari ad unum solum punctual a’ itaque unum 
solum elementum x responded Paria ad involutions hoc 
modo ita ad eleinenta x relate sunt, ut unicuiquam au unum 
et unum tantum x respondeat, quam in relationeni cum ill. 
Chasles denominationem „relalionis homograph icae“ trans- 
ferimus. 

Si in altera eliam involutione 3 in recta © posita ut an- 
tea qnodque par per punctum fixutn a una cum quarto har- 
monico a' ipsius a pro pari definimus, serie punctorum a' quo- 
modocunque homographicos ad ipsa a relata paria ipsarum I 
et ^ ita sibi respondent, ut ad unumquodque par ipsius I 
unum solum par ipsius ad unum quodque par ipsius $ 
unum solum par ipsius I pertineat. In hanc etiain relationem 
denominationem relations hoinographicae cum ill. Chasles 
transferimus. 

Lemmate demonstrate ostenditur, nihil interesse, quae 
puncta rectarum G,® pro punctis a, a accipiamus. 

Facile inlelligilur, relationem hoinographicam , quae inter 
formas x et I vel I et intercede t, ut quamcunque aliaut 
ter binis elementis coordinatis datis constitutani esse. 

Omnia de involutionibus punctorum in rectis dicta ut in 
involutionibus radiorum circa puncta datis (in quibus loca 
punctorum a, a duo radii obtinent) ita in involutionibus in 
conica vel circa conicam posilis (in quibus duo puncta vel 
tangentes conicae punctorum a, a vice funguutur) valent. 

§. 9. De tnvointiofiibBS perspective. — Facile « data de- 
finitione concludimus, involutionem proiectione ex alia ortani 
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huic hoinographicam esse. Binas involuliones in duabus rectis 
fixas, quarum una ad aiieram bouiographicos relata esl, si 
ita coilocare possumtis, ut quodque par altcrius proiectio fiat 
paris aiterius, „perspectivas “ appeliabiuius. Quod ut fieri 
possit, opus est, involuliones esse eiusdem generis (pro pun- 
ctis duplicibus); utraquc si puncta habet duplicia, conditioned, 
quae in eo posita est, quod puncta duplicia unius puncta du- 
plicia aiterius in relatione homographica respondent, necessa- 
rian:! atque sufficientem habemus. 

Similia in involutionibus radiorum valent. 

§. 10. Oe constructiooibus, quibns ill Chasles ad inve- 
niendas radices aequatjonam tertii et qaarti ordinis osos 
eat. — Has constructiones illi, quam ill. Steiner ad con- 
struenda puncta duplicia binarum serierum homographicarum 
in eadem recta positarum invenit, plane similes inferiore loco 
adhibebimus itaque breviter expouemus. 

I. Problems: Datis et terie punctorum et involutione I 
in eadem recta G posita et ita ad seriem homographicos re- 
lata, ut punctis a, b, c, d ... ,. paria ua, pfi, yy , dS', 
. . . . respondeant, inveniantur paria ipsius l, quibns alterum 
utrum punctorum suorum ut seriei punctual respondeat. 

Solutio: Seriem atque mvointionem e puncto p conicae 
K iu hanc conicarn proiicias. Recta e coniunctionis (a) («'), (P) 
{/).... componebunt i'ascem involution! 1 bomographicum 
et circa punctual n involutionis (1 j proiectione ipsius 1 in 
conicarn K ortae positum, quod punctum n litiera i designe- 
lur *). (iVam fascis radiorum («) («), (#) Qf), (y) (/)... . 



*) Hoc theorem una cmn theareroatibus tupra commemoratu a eel. 
C ha alee in dissertatione iam citata ut lemma sine demonstratione propositum 
est. Demonstratum est cum aKis iliis theorematibus a clar. de Jonquiiires 
in libro ^Melanges dc gdometrie pure" inscripto ope principii, quod mea 
quidem sententia analyticum est. Hoe principium pro biois punctorum se- 
riebus in duabus rectis positis ita enuntiatur: Si unicuique rectae G pnneto 
a unum et unum tantum retae G' punctum a' respondet eodemque modo 
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homograph icus est seriei polorum A, B, . . . . horuni radio- 
rum in poiari punch i iucentiuui. Naiieiscimur autem fascein 
invoiutioni secundum ipsam delinilionem homographicum con- 
iungcndo puncta A, B, . . . . radiis cum quovis conicae K 
puncto m, quia aitcrae intersection's harum rectarum in A, in 
B, .... et ipsius K puncta iiunt quarta harmonica ipsius m 
pro paribus («) (a), (ji) (,'/') .... Qui fascis cum in poiari 
punch i pro conica K seriem A, B, . . . . incidat, etiam fasci 
rectarum ( u ) («'), (fJ) (/), .... circa ipsum i posiio honio- 
graphicus esl, qua ratione concludes, et ipsum fascein circa 
punctum i position invoiutioni 1 homographicum esse.) Fascis 
rectarum («) («'), ■(//) -(/S') .... etiam fasci radiorum proii- 
cienlium p u (a),p I) (b), .... homographicus est et cum eo 
conicam producit H. Conica it per puncta p et i transit, itaque 
ipsum K in tribus ad suinmum praeter ipsum p punctis secat, 
quorum duo imaginaria esse possunt, unum semper reaie est. 
Facile intelliges, quamque praeter ipsum p intersectionem rea- 
lem ipsarum K et $ esse proiectionem punch, quod in uno ex 
quaesitis involutions 1 paribus insit. Itaque tria ad suinmum 
quaesiti generis inveniuntur paria, quorum bina el quae omnia 
in unum coincidere possunt. 1’roiecliones trium praeter ipsum 
p interseetionum ipsarum Si et K turn etiam, si duo puncla 
imaginaria continent tennino -productum seriei punctorum 
et involutions 1 seriei homographicae “ comprehendemus- 
Quod productum igitur vel Iribus punctis realibus, vel uno 
reali cum duobus imaginariis, vel duobus coincidentibus cum 
uno ab iliis separate vel tribus coincidentibus compositum est. 

11. Problema : Datis in eadem recta G duabus involutio- 
nibus 1 et 2 homographicis (paribus uu, yy , . ... ipsius 
respondeant paria a a , b b , C C .... ipsius Q) inveniuntur 



unicuique rectac G’ puncto a' unum el unum tantuiu puiictum a rectae G, 
puncta a et a' bomographicas exbiiient series in rectis G, G' collocatas. 
Elision o hoc principium aaalytica tantum concoptionc relation!* homogra- 
phicae demon itrari posse. > • 
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bina parin, nnutn ex ipsa I, alterum ex ipsa quae unum 
punctual commune habeant 

Solutio: Hie quoque utramqae involulionetn 1 et ^ e 
puncto p conicae K in hanc conicam proiicias. Et rectae 
coniunctionis («) («'), (ft) (ft'), (y) (/) et rectae coniunctio- 

nis (a) (a), (b) (fr), (c) (c) fasces componebunt circa 

puncta i et i positos et quum ipsis 1 et 3 turn inter se ho- 
mopraphiebs, qui conicam ft prnducent. Facile intelliges, 
qnainqtie intersectionem realem conicarum K et ft esse pufle- 
tum commune duorum generis qnaesiti parium. Itaque vel 
quattuor talia paria habebis, quorum bina vel terna et quae 
omnia in unum coincidcre possunt, vel duo, quae et ipsa co- 
incidere possunt. 

Hid quoque omnium ipsarum K et ft intersectionum et 
realiuin et imaginariarum proiectiones termino nproductum 
inrolutionum homographicarum u comprehend imus. 

•*■%••• • , t’ >. . 

§. 11. De sectionum conicarum per eadem quattuor puncta 
transeuntium fascibus. — Proprietates praestantissimas fasciuin 
conicis per eadem quattuor puncta transcuntibus compositorum 
(quos posthac termino simpliciore „fasces conicarum “ desi- 
gnabimus) sine deinonstratione enumerabimus. 

Quattuor puncta omnibus cuiusque fascis conicis communia 
(quae clar. de Jonquieres termino „base“ amplectitur) 
^puncta constituentia fascis “ vel , puncta fascem constituent ia“ 
appellabimus. 

I. Fasces conicarum dupliciter sese tangenlium postea 
Iractabimus ; ceteras in quinque classes dividimus: 

1) In primae classis fascibus utrumque par punctorum 
constituentium reale est. 

2) In secundae fascibus utrumque imaginarium est. 

3) In tertiae fascibus unum reale , alterum imagina- 
rium est. 

4) In quartae fascibus puncta unius paris in recta sua 
coniunctionis coincidunt, alterum par vel reale vel imagina- 
rium est. 
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5) In quintae classis fascibus conicae omnes cum eadem 
conica in eodem puncto osculationem subeunt trium punctorum, 
praelerea omnes conicae idem quarlum punctum constituens 
recipiunt. 

Conicae fascem primae cel secundae classis componentes 
unum triangulum polar e to turn reale commune habent (cuius 
apices cum ill. Beer „puncta polaria latera iis opposita „re- 
ctac polares singulis punctis polaribus coordinatae u appel- 
labimus). Apices huitis trianguli inter sectiones sunt trium 
parium, quorum qnodque binis chordalibus componitur. In 
primae classis fascibus duo ex his chordalium paribus qua- 
drilaterum reale constituunt , cuius diagonales chordales pa- 
ris ter Hi sunt; in fascibus secundae classis duo paria chor- 
dalium imaginaria sunt. (Binae chordales, quae in puncto 
polari sese intersecant, „ coordinatae “ appellantur.) Conicae 
fascem tertiae classis componentes triangulum polare com- 
mune habent , quod duo latera imaginaria continet. (Ergo 
etiam apices his laleribus oppositi imaginarii sunt.) Apex 
realis intersectio paris chordalium realium coordinatarum 
est. Conicae fascem quartae classis componentes triangulum 
polare commune habent, cuius duo latera coincidunt ; ipse 
fascis duo paria chordalium coordinatarum continet, quorum 
unum recta, in qua duo puncta constituentia in commune 
punctum tactionis omnium conicarum coincidunt, una cum 
recta reliqua puncta constituentia coniungente, alterum, quod 
duo chordalium paria repraesentat ( reale vel imaginarium), 
rectis illud punctum tactionis cum utroque reliquo puncto 
constituents coniungentibus constituitur. Intersectio chorda- 
lium paris illius prioris concipienda est apex trianguli po- 
laris , in quo latera coincidentia sese inter secant , quae ipsa 
latera in chordalem puncta constituentia , quae coincidunt, 
continentem coincidunt; tertkm lotus recta quarto harmonica 
huius chordalis pro chordalibus alterius paris habenda est. 

Non necesae visum est de fascibus quintae classis am- 
plius disserere. 
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- ! <2W*e nuhc sequuntur proprietates in fascibus omnium 

quinque classiurn sine ullo discrimine valent. 

Quodque chordalium coordinatarum (vel realium vel 
imaginariarum ) par concipiendum est conica fastis. — In 
guamvis rectam , quae non per punctum constituens transit , 
conicae fastis involutionem incidunt. — Polares cuiustis 
puneti fixi pro fastis conitis fascem componunt radiorum 
eirca aliud punctum fixum positum. — Si punctum hoc fixum 
rectam aliquam percurrit, aliud illud punctum , per quod po- 
lares alterius tremseunt , conicam describit triangulo polar i 
fastis circnmsoriptam, quae conica, si recta punctum polar e 
fastis continct, in duos stinditur rectas, quorum una per 
4dem punctum polare transit, altera in rectam polarem coor- 
dinatam cadit. Hac ratione evitis rectae coordinator co- 
nica triangulo polari circumscripta , cuivis tali conicae 
(etiam duabis rectis, quorum una per punctum reale polare 
transit, altera ipsa est recta polaris puncto coordinata ut 
conica conceptis) recta coordinator. Conica isto mo do re- 
ctae coordinata polos continct rectae pro omnibus fastis 
conitis. 

II. Classem specialem constitnuift fasces conicarum sese 
dupliciter tangentium. Omnes tails fastis conicae in eadem 
recta G eandem involutionem ut involutionem polarem de- 
finiunt , praeterea pro omnibus his conitis idem punctum P 
polus est ipsius 6, vel, quod est nostrum dicendi genus, om- 
nes talis fastis conicae eandem rectam G in eodem pari pun- 
ctomm a ft intersecant , praeterea idem par radiorum puneti 
P, quod polus est rectae G, tangunt. (Denominatio probatur 
-casu, in quo involutio ilia puncta duplicia habet, rectae con- 
iunctionis horum punctorum cum polo ipsius G re vera om- 
nibus fascis conicis in utroque puncto duplice tanguntur.) 
Rectam G, quippe in quam duae chordales coincidant, si fascis 
concipitur ortus ex fasce generations classis, appellamus cum 
eel. Beer v chordalem duplicem fastis “. Potum P termino 
r Polus chordalis duplicis “ significamus. 
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In fascibus conicarum sese dupliciter tangentium hae 
proprictates locum habcnt: 

Quodque triangulum , puncto • P ut uno apice , duobus 
punctis in recta G positis et puncla a ft harmonicos separan- 
tibus ut duobus reliquis apicibus constitution triangulum po- 
lare est pro omnibus fascis conicis. — In conicarum fascis 
nvmcro et ipsa chordalis duplex G una cum punctis aft et 
par tangentium ex puncto P duct arum, quod omnibus fascis 
conicis commune est , ducenda sunt. — In quamcis rectam, 
quae non per punetum u vel ft transit , conicae fascis invo- 
Iviionem incidunt , quae intersectionem rectae et chordalis 
duplicis G ut punetum duplex continet — Paria tangentium 
ex puncto quod non in recta P u vel P ft invenitur ad fascis 
conicas dvetarum in involutione sunt, quae rectam ex puncto 
ad punetum P inflexam ut radium duplicem continet. — 
Polares cuiuslibet puncti fixi pro fascis conicis per idem pun- 
ctum rectae G transeunt, quod invenies, si ex puncto fixo ad 
punetum P rectam inflectis, quae recta ipsam G in puncto se- 
cat , cuius quartum harmonicum pro pari a ft punetum quae- 
situm est. — Poli cuiusvis rectae fixae pro omnibus fascis 
conicis in eadem recta iacent, quam invenies, si punetum 
quartum harmonicum inter sectionis rectae fixae et ipsius G 
pro pari aft cum ipso P coniungis. 

III. De fascibus conicarum, quae omnes cum eadem 
conica in eodem puncto osculationem quattuor puncturum 
subcunt. Hi fasces ciussein coinponunt specialem quos inodo 
traclaviuius faseium, ox quibus oriuntur, si facitnus, ut puncta 
uftP in idem reclac G punctum coincidant. Thooremata enu- 
uierata paullo tantum mutata in bos conicarum fasces valcnU 

IV. De quibusdam aliis formis, quae notione „ fascis 
conicarum “ comprehenduntur. 

Facile perspiciendum est, omnes fascis conicas in paria 
rectarum per idem punetum transeuntium mutari, si efficiatur, 
ut omnia fascis puncta constituentia in hoc punetum coinci- 
dant. Ex quo concludi potest, involutionem radiorum circa 
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punctum positam et ipsam considerandam esse fascem coni- 
carum, cuius conicae omnes omnetn radium puncti tangant. 
Omne par involutions considerandum est par vhordalium co- 
ordinator um. — Si tria puncta constituents fascis conicaruui 
in eadem recta posita sunt, quaevis fascis conica in hnnc re- 
ctam et in radium aliquem quarti puncti constituentis scin- 
dilur. 

V. De designatione fascism conicarum quam adlnbebi- 
mus. Fascem conicarum cuiuscunque classis designabimus 
littera B praeposita litterae alii unciis inclusae, quae quambi- 
bet fascis conicam repraesentet. Ita B (K) fascem signilicat 
conicarum K; singuias fascis conicas vel littera alia vel littera 
K indice notata designabimus. 

(Etiam fascem radiorum littera B designabimus alii litte- 
rae unciis inclusae praeposita, quae quemlibet fascis radium 
repraesentat. B (S) = fascis radiorum S.) 

VI. Duo tlieoremata, quae in fasces conicarum cuius- 
cunque classis valent. — Dalis duabus conicis fascis omnino 
definitus est. — Eo quod sectio conica cuiuscunque fascis 
per punctum datum transeat necessarium est, haec conica 
plane determinatur. 

VII. De relationibus homo gr aphids , quue inter cedunt 
inter diversas formas in eodem conicarum fasce apparenles. 
— In fasce conicarum cuiuscunque classis I) polar es om- 
nium plani punctorum fasces suos radiorum , ergo etiam tan- 
gentes in punctis constituentibus realibus ductae fasces drca 
haec ipsa puncta positos, 2) poll omnium plani rect arum co- 
nicas suas vel rectas, 3) paria punctorum, in quibus conicae 
omnes plani rectas secant, involutiones suas, 4) puncta in 
quibus conicae omnes rectas per punctum constituens trans- 
euntes iterum secant, has rectas homographicos percurrunt. 

VIII. De relationibus homographicis , quae intercedere 
possunt inter fasces conicarum et inter alias formas. — Si 
conicae K fascis B (K) ita ad elementa alius formae datae re- 
feruntur, ut forma data alicui ex formis in fasce B (K) appa- 

2 
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rentibus <‘l in theoremate prnecedente enumeratis ilaque etiarn 
his omnibus tnrmis homographica tint, dicemus cum ill. C li as- 
les*): ^fascem conicarum homographicos relation esse ad for- 
mam illatn datum* eel -esse ei homo graphic am*. 

Si Gonieae K fascis B (K) ifa referuntur ad tunicas K' 
fascis B (K ), at aliqua ex forais in fasce B (K ) apparenlibus 
i-t in theomnali- (VII) enuineralis alicui ex forinis in fusee 
B (K) apparentibus itaque ornnes illae formae omnibus his 
fonnis homographicao fiant, diceinus cam ill. Chasids (loco 
iam citato): „ fasces conicarum esse homographicos mmm in 
alterum retains * net ^esse unnm alteri homographicos*. 

• ' ‘ ! . : . I . , Him*'. 

§. 12. Lemmata, quibus in disquisitionibus de curvis 
tertii ordinis utemur. , • , : 

I. Sit K conica aliqua transoms per duo a{i ox punctis 

constituentibus a(iyJr fascis B ($£) conica rim &: ] chordates C 
ip si a if cnordinatae, quae ipsa K min uitaquaque Sldetermi- 
nanlttr, per idem punctnm rectae y~6 transeunt et circa hoc 
pnnetum fa seem cnnstitwnnt radionm fasci B (it) homogru— 
pkicinn **): • ••* • •«' , ■ q 

Demonslratio : ipsae .ft , K , «/f C tres oonstituunt oon«r 
eas mriiis et eiusdem fascis, qua ratione rectae yd in* tribus 
occummt paribus inxolutioiis pari yd unn cam pari inter- 
sertionum ipsarum ff et ydi deterininntae. Omnes igitur clior- 
dales € per punctual traosennt mtersectioni ipsarum ud et yd 
in hac invoiutione eoniugatum. Polares hwius puncti pro co- 
nicis ft fftscem constituunl fasci B (ft) horwograpliicuni , qui 
cum fasce chordalium C polarem producit puncti illius pro 
conica K; itaque lascis chordalium quum polarium fasci per- 
spectives turn fasci B (ft) hoinographicus est. Q. e d» 

II. Si fascis conicarum punctis u V y t tfj constitutus, 

■ ' ■ “ — " i 

*) Coin pies rendus 1853, l i,,r semestre, p. 947. 

**) lam diu notum est, hoc theorema vaterc in circulos; tlieorenia 
generate a cel. Pliicker propositnni est; cf. Amdjtisfh-deomctrische Ent- 
wkkelungen, It. 1, S. 36?. ’ • ' 1 r : ' • 
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B (it*) homograph icos refertur ad fasccnt B (it*) , qui puncta 
constituentia up ipsius B (.W t ) unum , puncta ;•* d* qllerum 
par pmetorurn caiuililuentium habet, chor dales G, ipsi up 
coordinatqe , omnium parium. binit St t et if* respondentibus 
compandor urn seriem tanytsnlmui conicae x ipsis B (it,) ct 
B (Ms) homoyraphicam percurrunt. Comca x rectus d, ct 
j *d* tangit. KeLutione homegraphica ipsorum B (if,) e/ B(it*) 
ila comparata , ut part chordalium u p, y, d, par chordulimn 
a Pi d 2 respondeat , chor dales C f ascent radiornm circa pun- 
ctata positum et ipsis B (it*) ct B (.51*) /tomographic um per- 
currunt . t ■ 

Deuionstralio: Gemmate I bis udhibitu perspicitur , citor- 
dales C r^Aftis y% d, et y* d* in binis punctis respondentibus 
duarum serierinn hotnographiearum occurrere. Unde omnes 
theorewatis theses sequuntur. 

GoroUafja: Theorema multos casus speeiales ampleeti- 
tur. E. gr.: Gonicae if, vei conicae it*, vel et conicae if, et 
If* in recta «/S sese dupliciter tangere possunL Alius casus 
speciaJis in eo eonsistit, quod, dum puncta up in recta con- 
iunctionis coincidunt itaque coniqae if, eandetn rectaui in eo- 
dem punuto « tangunt, fascis B (if*) commutatur in involu- 
Moneni radioruin circa hoc ipsuin punctum « posilam. In hoc 
casu recta, quae ipsi up in involutione coniugata est, consi- 
deranda est chordalis tascis B (if*) ipsi up coordinata. 

ill. Si fascis cpnicarum B (if,) ad alteram B (if,), qui 
punt Ulo unum punctorum constituentium par up commune 
habet, ita refertur, ut unicuique conicae .ft, una et una tan- 
tum comca if 2 ; unicuique conicae it* una et una tanlum co- 
nica it, respondeat, ut deinde chor dales ipsi up coordinatae. 
omnium parium binis it, if* respondentibus compositorum pet- 
idem transeant punctum, relatio iptorum B (if,), B (if,) ho- 
mograp&ica est. ... r . , ( u . ( ,, _ 

(Invcrsio ieuimatis II.) 

IV. (Unum e* corollarjis leunnati II adject^ partim in 
verlitui.) Si relatio homoyraphica , quae inter f ascent B (St) 

i> ■, . ,i. I*,-* 
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cuius .ft oinnes candem rectum G in eodem puncto a tangunt 
et praeterea duo puncta j <V recipiunt, et inter fascem radio- 
rum B (S) circa punclum M positum intercedit , ita cotnpa- 
rata est, ut pari chordalium u y, u d ipsius B (.ft) radius M « 
fascis B (S) respondeat, paria rectarum, quae punctum n cum 
intersectionibus binorum K et S respondentium coniungunt , 
inrolutionem constituunt circa punctum upositam et ipsis B (.ft) 
et B (S) homographicam. 

Demonstralio : FacietTdo , ut pari chordalium G, yd, ra- 
dius o, conicae $' fascis B (ft) radius S' respondeat, relatio- 
nem homographicam inter ipsos B (ft) et B (S) intercedentem 
plane definimus. Radius S' conicae ft' in punctis a’ b', ra- 
dius o chordali yd in puncto f occurrat. Paria radiorum « a', 
«b el G, «f involutionem determinant 1 circa punctum a 
positam ; si involutio I ad fascem B (J?) ita homograghicos re- 
fertur , ut conicae it' par«a', «b’, pari chordalium G, yd par 
G, «f respondeant, quaevis recta, quae intersectiones conicae 
alicuius ft et paris respondentis involutionis I coniungit, per 
idem rectae S' punctum M transit. Rclatio homographica ip- 
saruin 1 et B (St) facile ita accommodatur , ut punctum M' in 
punctum M rectae S' cadat; relatione autem ita accommodata 
radius « M habendus est recta , quae intersectiones conicae 
u y, uS et paris huic conicae in involutione respondentis 
coniungit, quodcunque involutionis par ipsi uy, ud responded 
Secundum corollarium lemmati II adiectum rectae), quae in- 
tersecliones pariuin involutionis et conicarum respondentium 
coniungunt, fascem componunt ipsi B (ft) hotnographicum; ap- 
parel, hanc relationem homographicam cum ilia, quae in theo- 
reinatis hypothesi definitur , congruere. Quibus rationibus si 
intersectiones conicae alicuius St et paris in involutione I huic 
conicae respondentis recta coniungis, haec recta in ipsum fa- 
scis B (S) radium conicae respondentem cadit, ergo quivis 
radius S conicae suae in intersectionibus conicae et paris cu- 
iusdain involutionis I occurrit; qua ipsa re involutio I quum 
ad fascem B (.ft) turn etiain ad fascem B (S) homographicos 
refertur. Q. e. d. 
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V. Significant B (K), B (K') duos fasces conicarum, qui 
tria puncta constituentia a b c communia habeant ( duo ex his 
punclis, nempe be, imaginaria esse possunt) , d sit quartum 
pun c turn const ituens ipsius B (K), d ipsius B (K). Fascis 
B (If) homographicos referatur ad ipsum B (K) ita quidem 
ut pari chordalium be, ad ipsius B (K) par chordalium be, 
ad' ipsius B (K') respondeant. (Conicae K, K' conceptae ut ele- 
menta hums relationis homographicae litteris M M’ significa- 
bimus, ita quidem, ut litterae M,M’ conicae relatione respon- 
dentes repraesentent.) Quaevis M ipsam M’ respondentem 
praeter in punctis abc in quarto puncto s secat. Recta S 
ex puncto a ad ipsum s inflexa fascem radiorum circa ipsum 
a positum et ipsis B (K) et B (K ) homographicum percurret. 

Demonstrate : Quivis puncti a radius S in ipso a et co- 
nica K=N el conica K'=N' tangitur. Fascis tangcntiumSA ipsi 
coniearum N et ipsi conicarum N' homographicus est, litteris 
S, N, N' semper elements his relationibus coordinate signi- 
iicabimus. Cuilibet pari MM’ radius S respondet, huie radio 
S par NN' respondet; theorems demonstratum haberemus, 
si ostendissemus, series conicarum M et conicarum M' inter 
se homographicas esse homographicas seriebus conicarum A 
et conicarum A' et inter se et fasci radiorum S homogra- 
phicis. 

Modus, quo paria A N' ipsis M M coordinata sunt, radio 
S non intercedente determinari potest. JNam per quodvis radii 
S pari M M respondentis punctum et conica K et conica K' 
transeunt, qua ipsa re fascis B (K) ad ipsum B (K ) homo- 
graphicos referlur; hac relatione conicae K= be, ad ipsa K' = 
= bc, ad', deinde conica it ambobus fascibus communis nempe 
per puncta quinque a b c d d' transeuns sibi ipsa conrdinatur, 
par M M denique huius quoque relationis par est. His tribus 
paribus relatio plane determinatur; relatio cum relatione N A" 
praeter ipsum unum insuper par commune habet, nempe 
par N N’, quod ipsum S laugit, hoc par ut par allcrum rela- 
lionibus iilis commune plane dehnitum habetur. Quibus ra- 
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lionibus modus ille paria M M' ipsis N N’ eoordinandi hac de- 
iinitur regula : 

Fascis B (K) ita ad ipsum B (K ) referulur, utparichor- 
dalinm be, ad par chordalium h e, ad’ ; conicae ,ft eadeni co- 
nic** ,51, conicae M conica M' respondeat. Par N N' ipsi MM 
coordiiialum erit par alterum (praeter ipsum .ft .ft), quod hac 
relatio cum ipsa NN" commune habet. 

Inilectanlur per punclum a duae quaecuuque transver- 
saies /' el /”; fascium B (K) et b (K ) loco senes puncloruni 
conicis K resp. K in transversaies 1' reap, f iucisas ednsi- 
derentur. Cuiusque inter fasces B (K) et B (K) intercedenr 
tis el supra o.ccurrentis reiationis locum obtinebit relatio ha- 
rum serierum ; qua ratione facile perspicis, senes punctorum 
seriebus conicaruin M M' respubdentes re vrra seriebus pun- 
tor um , quae serierum conicaruin N N' luca ublindnt esse ho- 
mographicas. Hoc autein de puncloruni seriebus demonslrato, 
idem valet de seriebus conicaruin, unde, ut ostendhuus, theo- 
rema sequitur 

Corollariuni: Conicae .ft ut conicae M radius -S=: ad', 
iidem conicae SX ut conicae M’ radius S— ad respondet. 

VI. ^Ex inversione quinti lemmatis orlum.) B (K) sit 
fascis conicarum punctis abed constitutes, B (Sj sit fascis 
radiorum circa punctual constituens a ipsius B (K j positus 
et homographicos relatus ad ipsum B (k J. Couviptas coni- 
cam aliquasn ipsius B (.K), if, radium © kmc conicae respon- 
dentem, qui ei in puncto d occuvrat Si pro quaque conica 
K conicanl K' ducis per puncta abed' et per punctnm s, in 
quo ipsa K radium S respondentem secat , tmnseuntem, kae 
conicae K' fascem component punctis abed - constituium et 
ipsis B (Kj et B (S) homographicum. 

Demonstrate : Constructiotte in theorenwate data cuique 
conicae K una et una tantum conica K udponitiir. Referas 
fascem B (K ) homographicos ita ad fascem B (K), ut tribus 
quibuscunque conicis K conicae K' adposilue respondeant: 
Radii S punctum a cum singulis punetis coniungentes, quae bi- 
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nae conicaci K K' relatione homographiua coordinatae praeter 
ipsa a b c cominunia habent , fas coin conslituunt ipsis B (K) 
et B (K ) homographicum (cf. V.). Haec relqtio autem ho- 
mographica, quuui tria pana cum relatione in theorematis hy- 
pothesi posita cominunia habeat, plane cum ea eongruit, unde 
theorema concludilur. 

* , t ' ' *' t 

Coroliarium: Theorema talere pergit, etsi conicae K in 
puncto a tel tactionem simplicetn tel osculationem trium tel 
quattuor punctorum subeunt. 

VII. Par commune a a', a a' duarum mcululiunum ho- 
mo graphicarum i et ^ * w eadem recta positarum si sibi ipsi 
respondet, ut facile tideri potest, cum uno ex duobus pro- 
duett ipsarum 1 et 3 paribus coincidit, Bina paria respon- 
dentia ipsarum 1 et 3 netnpe bb' et bb' cc et cc’ . . . . in- 
volutionem determinant, otnnes involutions hoc modo defi- 
nitae unum par commune habent , quod ipsvm alterum pro- 
ducts par est, \ >. 

(Lemma Vll invertitur.) Si involulionetn I ita ad alte- 
ram ^ referas, ut unicuique pari uttius unum et unum lan- 
tum par alterius respondeat et ut inooluiiones binis paribus 
ipsarum 1 et $ coordinate definitae otnnes idem par commune 
contineant , relatio inter ipsas 1 et 3 intercede ns homogra- 
phica erit. 

l* Demonstratio: Ambae involutiones ex conicae .ft puuclo 
in banc cnnicam proiiciantur. 1‘unela „•«“ irivolutionum (.0 et 
(3), nempe i et i in reclatn (a) (a ) vel (a’) (a) cadunt. Far. 
sees radiorum homograpliici rectis (b) (b ),. (c> (c ), .... 

(b) (^’), (c) (c) constituli et circa puucta i resp. i po- 

siti quuui rqctain (a) (a) radium habeant sibi ipsi jresponden- 
tera rectam producunt, quae conicae .ft in proieutione alterius 
paris product! iilius occurril. Haec autem recta intevsectiones 
omnium parium binis rectis (b) (b)et(&) (b), (c) (c') et (p) 
compositor uin continet ilaquc interser Hopes huius rectae et 
conieac St sunt par cuiusque involuliorus bjpis paribus 3>), 30 
iet (b) (b') 5 (c) (c) el (c) (c) delerininatae. Quibug ra P 
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tionibus proiectiones eliatn haruin intersectiununi (i. e. par al- 
terum producti) par componunt cuiusque involulionis binis 
paribus bb' et bb', cc' ct cc . . . . determinate Q. e. d. 

VIII. Involutio I in recta G posita ad seriem puncto- 
runi in eadem recta positam ita homograpliicos relata sit ut 
paribus a a', bb, cc ipsius I puncta a, b, c, . . . . seriei re- 
spondeant; punctum a cadat in punctum a paris sibi respon- 
dents ( quod etiam par duplex ipsius I esse licet); facile 
intelliges punctum a punctum esse producti ipsius I et seriei. 
Bina paria punctorum a’ b, bb', turn a'c, cc, . . . . involu- 
tion em definiunt, involutiones hoc modo definitae omnes idem 
par commune continent , quod punctis duobus reliquis pro- 
ducti illius compositum est. 

(Lemma VIII invertilur.) Paria involutionis 1 in recta G 
positae ita ad puncta seriei in eadem recta collocatae relata 
sint, ut unicuique pari ipsius I unum el unutn tantum punctum 
seriei, unicuique puncto seriei unum et unutn tantum par 
ipsius I respondeat. Binis paribus , quorum unum in involu- 
tions inest , alterum puncto seriei par illi respondents una 
cum puncto fixo ipsius G involutio definitur ; si involutiones 
hoc modo definitae par commune habent , relatio , quae inter 
involutionem I et inter seriem intercedit homographica est. 

(Lemmata VIII curollaria concipi possunt lcmmatuin VII, 
cum in lemmalis VII altera involutio in seriem punctorum et 
in punctum fixuin, quod cuique seriei puncto apponatur, dis— 
solvi possit.) 

IX. Fascis conicarum B (.ft) ad alterum B (.ft ), cuius 
puncta constituentia una cum punctis constituentibus ipsius 
B (St) eadem recipiantur conica K, ita homographicos refe- 
ratur, ut conica K sibi ipsa respondeat : fasces novam co- 
nicam C* producent. Signified p fixum aliquod plant pun- 
ctum, significent ad polar es eius pro conicis St et St', s po- 
larem pro conica K : fasces B (a) et B (o') , quorum recta 
communis s sibi ipsa respondeat, rectam n producent nempe 
polar em ipsius p pro conica C*. 
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Demonstratio : Fasces B (St) et B (Jt ) in quamque trans- 
versalein involutiones hornographicas incidunt, quae par inter- 
sectionum transversalis et conicae K par commune et sibi ipsi 
respondens habent. Productum harum involutionuin praeter 
hoc par alterum etiam continet, quod, si reale esl, intersectio- 
nes transversalis et producti fascium B (St) et B (St) exhibet. 

Hoc, alterum producti par autem turn etiam, si imaginarium 
est, Fascium B ($) et B (St) producto adnunierabimus, qua ra- ' 
* tione dieere possumus, quamque transversalem producto quae- 
sito in duobus et in duobus tantum punctis realibus vel ima- 
ginariis occurrere. G sit transversalis per punctum p inflexa, 
quae conicis K, St, St in paribus mm', ab, a'b', rectis <r, , #/ 
s, n in punctis p, p, r, r occurrat. Binis paribus ab, a’b' 
involutio determinatur , involutiones hoc modo determinatae 
secundum lemma VII unum par commune nn' habent, quod 
in producto fascium B (Jt) et B ($') inest. Puncta p, p se- 
ries hornographicas in ipsa G positas constituunt, in quibus 
puncta rr' sibi ipsa respondent; puncta pr par mm' harmoni- 
cos separant; ostendemus, etiain puncta pr' ipsa nn' harmo- 
nicos separare. In utraque involutione in recta G posila par 
invenitur, quod ipsum pr’ harmonicos scparat. Quuin punctum 
r in seriebus homographicis pp' sibi ipsum respondeat, paria 
ilia involutionum ipsum pr' harmonicos separantia in relatione 
homographica ab, a' b' sibi ipsa respondere necessarium est, 
itaque haec paria involutionem determinant par nn' continen- 
tem, involutio hoc modo determinata puncta p, r puncta du- 
plicia habet, itaque haec puncta pari n n' harmonicos sepa- 
rantur. 

Unde sequitur, productum fascium illorum B (&) et B (&') 
ita comparatum esse , ut puncta quarta harmonica cuiusvis 
puncti p pro paribus intersectionuin omnium transversalium 
per ipsum p inflexarum et producti quaesiti eadem recta n 
contineantur. 

Huius proprietatis ope facile ostendi potest, puncta p et 
reotas n systernata exhibere reciproca et reciproce posita, unde 
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sequilur. product tun itlud esse cohieam Cj, qUae reclame po- 
lareni ptincti p habeut. Q. e.-d,i‘ 'nun - m-.- ) i •. / m i>i ■ ..>/ 

Corollarium 1: Centrum M fastis radiorum B (S) , 't«cea.< 
in chordal i C fastis conicarum B (K). Sit B (K) 'liomographi- 
eos ad ipsum B (S) r datum, ita quidem, fit radius C ipsius 
B (9) pari chordalium ipsius B (K) respondeat, quod ip sam 
C contmet: fasces B (S)et B (K) conic am producent ; -o' I 

Corollarium II: htrolutio radio rum circa punctum I po- 
sita homographicos rcferatur ad fascem radiorum B (S) circa « 
punctum M position , ita quidem , ut radiaM I ipsius B (S) id 
par involutionis respondeat , quod ipsum radium IM continet: 
fastis B (S) cum inoolutione seationem conicam producet. 
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l)o nirvarnm tertli Ordinh prodti- 
ctione fasctuiii coiilcaruiii et radio- 

■ y.t) ;r ... , , rum «j»e. 
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“"t\ ' ^ JtVV. Ill M-ll’ At 'Jt.i.'t ■ * .\ ■ uV t l ,» , t*\. , >\ • *... I 

I'VlV, IW- 1 t 

§. 1J3. Deflnitio cnrvarum tertii ordinis. 

Concipiamus qualemcunque fascem turn ica rum B (K) et 
faseeni radiorum B (S) homographicos ad ipiuin B (K) relatura, 
semper linvenierrtor radii S ipsius B (S) , qoi conicas respon- 
dontes in punctis realibtis secant. Nam in quamque plani 
trartsVcrsslem fascis B (K) invohiUonem, fascis B (S) seriem 
punetoruin, involutioni homographicam incidunt; haruin forma* 
rani productnm untim saltern punctum reale oontinet, puncta 
realia auteni huius producti intersectiones esse opportet co* 
nicarum et radiorum S ipsis his conicis K respondentium. 

Complexwn omnium punctomm retUium , in quibus co- 
nicae K radii $ relatione homogrOphica respondentibus odour- 
runt , curvam appeUabimus tertii ordinis fascibus B (K) et 
B (S)i pi-odticfowj. !■ la • i a : ■ kj 

Facile intelliges, quum fascis conicarum compositus esse 
possit fasci radiorum et recta, quae cuivis fascis radio etium 
ndponatur, deftnitionem nostrain has etiaiu formas comprehen- 
dere : .systems conicae realis et rectae, tres rectas reales, 
systems rectae et paris rectarum imaginariarum , systems re*- 
ctae et paris rectarum in unam coincidentium, Ires rectas 
in uiiaiii vcoincidentiam. \ Exclusis et fascibus conicarum hu- 
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iusce generis, el ulroque rasu corollariorum lemmati IX ad- 
iectorum ($. 12.), (in quibus cum simili inodo conicarum 
fasce cum homographico radiorum conica [vel realis vel ima- 
ginary] producatur), in disquisitionibus, quae sequuntur etiam 
ilia genera curvaruin tertii ordinis, quae improprie sic nomi- 
nantur, excludimus. 

Ut facilius loquamur , loco termini „curva tertii ordinis* 
syrnbolo C3 (cum ill. Steiner) utemur. 

§. 14. De propositionibus nonnullis, quae statim ex bac 
deflnitione sequuntur. 

Quaevis transversalis T cuilibet C 3 in uno vel in tribus 
punclis occurrit , quorum bina et quae omnia in idem pun- 
ctum coincidere possunt. 

Hoc theorema statim ex consideratione involutionis, quam 
fascis B (K), et seriei punctorum involution! homographicae, 
quam fascis B (S) in ipsam T incidunt, sequitur. Primum 
enirn harum formarum produclum vel puncto reali et duobus 
iamginariis vel tribus punctis realibus componitur. Deinde in 
punctum tactionis rectae T curvam C 3 tangentis duo puncta 
intersectionis ipsius ,T et curvae coincidunt. Intelliges denique, 
revera pro certis ipsius T situationibus involutionem in ipsam 
T incisum apparere posse, quae cum serie punctorum homo- 
graphica tria puncta coincidentia producat, hoc modo: Si quae- 
cunque involutio datur in recta T, semper fascis conicarum 
B (K) concipi potest, qui involutionem datam in rectam T in- 
cidat, cui involution! series punctorum homographica in eadem 
recta posita addi potest, ila quidem, ut tria producti puncta 
coincidant. Rectae autem puncta seriei cum quolibet plani 
puncto fixo coniungentes circa punctum fixum fascem radio- 
rum constituunt, qui, quum ipsi B(K) homographicus sit, cum 
eo curvam tertii ordinis producit; curva, C3 hoc modo products 
rectae T in tribus punctis realibus occurrrit, quae in unum 
punctum coincidunt. u„ , ti , 1 

Curva Ga puncta constitueniia fascis B (K), quae rea- 
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lia sunt , continet, quum radii fuse is B (S) per haec puncta 
transeuntes conicas respondentes in ipsis his punctis secent. 
Tangens ad talem conicam in ipso puncto constituente ducta 
in eodem puncto etiam curvam C* tangit. Nam punctum 
constituent' est punctum duplex serierum homographicarum 
fascibus B (K) et B (S) in tangentem incisarum, quae se- 
ries quum praeter hoc punctum constiluens unum tantum pun- 
ctum duplex habeant, etiam tangens ipsi C3 praeter in puncto 
constituente in uno tantum puncto occurrit. Itaque duo puncta 
intersectionis tangentis et curva C3 in puncto constituente 
coincidunt, i. e. tangens in hoc puncto ad conicam illam du- 
cta curvam Cs quoque tangit. Simili modo ostenderemus , 
centrum fascis B (S) curva C 3 contineri ; denique radium 
S qui conicae K per hoc centrum transeunti respondeat 
curvam C3 in hoc centro tangere. 

. I f « 

§. 15. De diversis modis, quibus curva tertii ordinis 
produci potest. 

Curva C» fasce conicarum et f'asce radiorum datis pro- 
ducta aliis etiam modis innumerabilibus produci potest. Hi 
modi theorematibus abhinc sequentibus accuratius determi- 
nantur. Qua determinatione et omnes modos productionis ali- 
cuius curvae Cs cognosciinus, quibus modis curvam C3 qui- 
busdam condilionibus datam productam concipere possiinus, 
quos modos postquam noverimus, proprietates omnium curva- 
rum Cs datis conditionibus sufficientium investigare possumus. 

Imprimis autem his theorematibus demonstrationes non- 
nullarum proprietatum fundamentalium curvarum tertii ordinis 
nanciscimur, quae spectant ad relationes inter curvam aliquam 
Cs et rectas vel conicas locum habentes; nam eo, quod hae 
rectae et conicae ut elementa fascium in novum modum pro- 
ductionis ipsius Cs introducuntur relationes earum ad ipsam 
C 3 exhibentur. 

Statim ab initio duos casus discernimus, unum genera- 
liorem, in quo centrum fascis radiorum ad producendam cur- 
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vum C 3 adliibili lion cadil in punctum -constjtuens fasris (oni,- 
caruin, slterum nmgis specialcin, in quo, centrum cum puncto 
constituent^ eoiqcidit. In c.asu ,grnera(iuri quattuor quae sp- 
gUJJntur tjicpremata ,cum poroljarijs adppyitis valent; primo, 
Seciiniio, tertio thepxenjate ad diununstraudum quarlum gppe- 
ralius, quod ilia qt casus speciales ^ouipfqjiefldit, utemur. 

_ m . I- Paria punclorupi ti a , b !»' in. rei;/is ; A r< f*P- B posita 
I ascent conicarum B (K) constituent ipsas A It par , chordalium 
reale liabentem, qui una cum fapce B,({j) radiorum circa 
centrum .y posilo curvam C 3 product. Radius S == a ipsius 
qui pari chordaUnm ,A hftfpcpf B (K) respondeat, ipsis 
A B in punctis a, d, accurrat Concipias radium aliquem $=£1 
pupcti. y fixum , qui conicae respondent K=;Ki in punctis 
Si Si' (realibvs tel imatjwariis) occprrat : Curva C 3 product 
potent fasce conicarum B, (K) punctis s, s f bb’ qonutitutQ 
una cum fasce radiorum B (S) circa punctum a posito et 
ipsi B (It) ita homoqrapfijico i nt > radio o ipsius B (<£) par 
chordalium Si B ipsius B (it) respondeat. .3. ‘ui[ to 'HOiq 
_, n(1 Deinop^tratia I, Signified .ft' aliquam ex conicis S, Recta 
tyjehordajis wit ipsius it' el puiusvis conicae K, chordales a)- 
terae ipsi B eonrdinatae omnium conicarum K et conicae it' 
equipollent lascem radiorum qmim ipsi B (K) turn etiam ipsi 
B.((S) bomogrqphuum positmn pirra punctum, intersectionis 
rectarutn A et S*, .(Ipmtpa j Vl § 12,) , Ex coEatjone conica- 
rum Ki el, A B ipsius B ( K ) cum ilia it' facile intelligitur, £a- 
scem chordalium ipsi B .(.Sj non solum homographicurp scd 
etiam ita perspectiyum esse, ut intejrsectio perspectiva per 
pu^ptuni u transeal.,, Si recta S cury^e Ca praetpr in puncto 
dup,bu? etiqpij aliis punpti^ oepurrit, baec ipsa pupcla 
punctis intersectionis ipsarum et S', ooincjiJuttt, j Nam 
radio S ppr unum v,ej per aijeruiip horujn punctorum trans- 
eunti conicp K p,er irf^n punctqni transept corrp^poftdet; cbopr 
dal is ipsi B coordinata, quae hac conica K cum ipga.S' deter- 
niiptur, per hoq, ippum punctum iijtprfl e <$W is trausjt j. quod 
ppetum igitur quuui in conha K. iacep, ipsa S’ cqntjnetur. 
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Sidpsius &' loco deinoeps omnes lascis B (ft) conicae $,por 
nuBlpr, isemper alipe refitae S evenient,, quae fasoem compo- 
nent circa punctum « positum et ipsi B (ft) homograpbicutn. 
A'am ad ipsam S construendam cunferimus aliquant ex conicis 
K cum conical , deinde quaerimus alteram nhordalem ipsi B 
coordination conicarum K et ft , turn interseotionem huius chor- 
delis «t radii S ipsi conicae K adhihitae respondents: erit 
recta, quae banc interseotionem cum puncta « coniungit recta 
6 quaesita lam si conicae K loco in constructione adhibitae 
semper eadem conica fascis B (K) utimur, coatra pro ipsa ft’ 
deinceps’i unumquamque fasois B (H) conicam substituimus, 
chordalis altera, ipsi;B , coordinate, conicarum ft' et K (secun- 
dum lemtna I,' §„ 1 2.) p.eccurret fasoem ipsi B (K) bomographi- 
euin^ ergo recta © fascem circa punctum a positmn describe! 
,quum illi (asci altera rum chordaUum perepectjvnm turn etiam 
Casci B (JK; boinograpbicuin. Quoiies itaque recta © curvam 
Gg praeter in. puncto u in duobus punotis secat, tolies conica 
quae ipsi © in fasce B (.ft) respondent per baec puncta 
transit, i.e, fasces B .(ftj et B(S) ipsamCs producunt. 0. e. d. 

Cotollarium I : Demonstrate tbeorematis quttm dedimus 
paullo mutata etiam in hos curvam Cg producendi modos, qui 
mode productions, quern in theoremate posuimus, ut casus 
jjpeciales camprehunduntur : . . h ,/i : u> . •.< 

i - Puncta 9 {t i» recta a posit a in punctum u comci- 
derc possunt ita ut cure a Cg ipsam a in puncto « tangat. 
in hoc cagu etiam punctum y insvper cum puncto « coinci- 
de re potest (ita ut tree internee tiones ipsarum w et Ca in 
punctum a coincidantj tu utroque hoc casu denique etiam 
recta fe A, B in unam A coincider c possunt, quo efficilur, ut 
B (K) fiat fascis conicarum sese in recta A realiter vel 
imaginarie dupUciter tangentium vel in eodem puncto eiusdem 
rectae A cum eadem conica osculationem quattuor punctorum 
ineutttium. t <•;« ..ifii.O', ••mil:, i • ;• Jhi--' - t»*sl • ti 

t.',-, (t) Curvam C g etiam pr.oductam concipere possumus 

involutime raddorvm circa intersectionem ipsarum A et B 
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posita, una cum fasce radiorum circa centrum a collocate, 
cuius radius a pari A, B involutions respondet. lam thesis 
Iheoreinatis ita enuntiatur: 

Sit Si quids radius fascis B (S), qui pari involutions 
respondente in pari punctorum s t s', secatur : curve C 3 pro- 
duct potent fasce B (it) conicarum per puncta s, s,' trans- 
euntium et rectam B in intersections ipsarum A et B tangen- 
tium, una cum fasce radiorum circa punctum u posito et ipsi 
B (,fi) homographico- 

(Licet enim paria involutionis concipiamus conicas, quae 
quamlibet reclam per intersectionein comuiunem pariuni trans- 
euntem in ipsa hac intersectinne tangent.) 

II. Curve C 3 producatur modo , quern in theoremate 
praecedente exposuimus. Ducantur per puncta afiduaechor- 
dales novae X Y: Data erunt in recta X par punctorum xx, 
in recta Y par punctorum yy', ita quidem, ut curva C 3 pro- 
duct possit fasce conicarum punctis xx yy' constituto una 
cum fasce radiorum B (S) circa ipsum y posito, quomodo cun- 
que recta X per punctum a, Y per punctum ft inflexa sint. 
Etiam hie pari chordalium X Y fascis novi conicarum in fasce 
radiorum radius a respondet. 

Demonstiatio: Ex fasce B (S) duo radii S, Si et S* eli- 
gantur; Ki et K* sint conicae fascis B (K) ipsis Si et S* re- 
spondentes. Secundum theorems I curva C 3 produci potest 
1) fasce conicarum B (it)), qui ipsis S t , B ut pari chordalium 
et conica K, constituitur una cum fasce radiorum B (©) circa 
punctum a positum , 2) fasce conicarum B (it*), qui rectis S* 
B ut pari chordalium et conica K* definitur, una cum eodem 
fasce radiorum B (©). Eo, quod cuivis fascis B (©) radio © 
in illo produclionis modo conica in hoc conica it* respon- 
det, fascis B (it,) homographicos ad fascem B (it 2 ) refertur. 
Si conica aliqua Si ipsam suam it* in duobus etiam punctis 
realibus secat (nulla ratione habita punctorum intersectionis in 
recta B iacentium), ipsa © conicis it, et it* respondens recta 
fit coniunctionis horum punctorum. Oua ratione autem conclu- 



Digilized by Google 




33 



dendum est, ipsam © etiam turn, si conicae Sti et $( 2 respon- 
dentes intersectiones reales non habeant, alteram chordalem 
haruin conicarum ipsi B coordinatam esse (lemma II, § 12.). 
Itaque pro conicis ,fti , j? a rectae X ot © respondentibus sem- 
per ipsa X altera chordalis est ipsi B coordinata; significent 
x x puncta intersections (realia vel imaginaria) ipsius X et 
conicae vel Iam si radii S* et conicae K a loco dein- 
ceps omnia paria K S ponimus , conicae % ipsi X responden- 
ts loco semper alias conicas nanciscirour fascem componentes 
B (K ), qui fascis par chordatium X B, puncta constituentia 
xx b b', conicam ipsi X respondentem continet. Cuivis 
conicae K' adpositus est radius S, buic radio S conica K re- 
spondet, S fit altera chordalis ipsi B coordinata conicarum K 
et K'. Itaque talis inter conicas K et K' intercedit relatio, 
ut alterae chordales ipsi B coordinatae omnium parium K K' 
per idem punctum y transeant; haec relatio (secundum lemma 
III, §. 12.) homographica est, quum autem fascis B (K) ipsi 
B (S) homograpbicos sit, fascis quoque B (K ) ipsi B (S) ho- 
mographicus habetur. Ita demonstratum est, curvam C 3 pro- 
duci fasce conicarum B (K) punctis b b x x' constitute una 
cum fasce radiorum B (S). lisdem operationibus, quibus re- 
ctam A cum alia X mutavimus etiam rectae B loco aliam Y 
substituere possumus. Itaque omnes theorematis theses de- 
mons tr a tae sunt. 

Si recta X curvam C 3 secat, puncta x x' in ipsa inter- 
sections puncta cadunt; si recta X ipsam C 3 tangit, puncta 
x x' in punctum tactionis coincidunt. Sed turn etiam, si recta 
X curvam C 3 non secat, lamen pro punctis xx' par puncto- 
rum imaginarium plane definitum nanciscimur Quae simili 
modo de recta Y valent. 

Corollarium I: Theorema uiodo demonstratum una cum 
theoremate praecedente sic enuntiatur : 

Inflectantur duae quaelibet rectae per duo quaelibet 
punctorum n(ty: data erunt duo paria punctomm , quorum 
unum in una , alterutn in altera ilia recta invenitur , quae 

3 



Digitized by Google 




34 



fascem conicarum constituunt cur ram C, una cum fasce ra- 
diorum circa tertium trium illorum punctorum u(iy posito 
producentem. 

Observandum est, haec omnia non valere, nisi curva C 3 
uno ex illis producendi modis iam datur. 

Corollarium II: Demonstratio theorematis, quam dedimus 
paullo mutata nec minus corollarium primum in hos quoque 
valent modos curvam Cs producendi, quos modus in theore- 
matis enuntiatione descriptus ut casus speciales comprehendit: 
a ) Puncta ad in recta a posita in unum punctum a 
coincidere possunt , t. e curva C 8 ipsam a tangere potest. 
Cum hoc puncto a punctum y quoque coincidere potest , ita 
ut curva C 3 cum recta ” punctum a solum commune habeat. 

ft) Intercedentibus casibus sub « descrip tis rectae XY 
in unam X coincidere possunt , turn si recta X curvam C } 
vel in duobus punctis spatio finito separatis vel in nullo 
praeter u puncto secat , theorema sic enuntiatur : 

Datum erit par punctorum in recta X iacens tale, ut 
curva C 3 product possit fasce conicarum sese in punctis xx 
dupliciter tangentium una cum fasce radiorum B (S). Puncta 
x x ' si realia sunt cum punctis intersectionis ipsarum X et C 3 
coincidunt , conicae fascis ipsam Ca in utroque puncto xx 
tangunt. 

Si denique recta X curvam C 3 in puncto x tangit, hanc 
nanciscimur thesis iliius enuntiationem: 

Curva C 3 produci poterit fasce conicarum, quae cum 
ipsa C H in puncto x osculationem quattuor punctorum sub- 
cunt, una cum fasce radiorum B (S). 

Corollarium 111: Si puncta ad in recta a posita in unum 
u coincidunt, demonstratio theorematis et corollaria I, II 
etiam turn valent si curva C 8 data est producta fasce coni- 
carum in radio aliquo puncti a tactionem duplicem vel oscu- 
lationem quattuor punctorum subeuntium una cum fasce ra- 
diorum circa punctum y positum (quod punctum y insuper 
cum ipso u coincidere potest). 



Digitized by Google 




35 



% 



Locum fastis B(K) involutio etiam radiorum , quae par 
chordalium A B continet , obtinere potest. Etiam hie puncta 
uji v el ufty in punctum a , ergo rectae A,B in radium dupli- 
cem involution m coincidere possunt. 

Corollariuin IV : Theorems haud extenditur in hunc 

casum : 

Curva Cg punctum d recipere potest peculiare, cuius 
radii earn praeter in ipso d in uno ad siimmum puncto secant. 
(Si curva C3, ut in coroliario 111 ostendilur, involulione ra- 
diorum producitur , punctum , circa quod involutio posita sit, 
proprietate de qua agitur gaudere, facile intelliges). Turn si 
utraque recta X , Y per hoc punctum d intlexa est, ct puncta 
xx' et ipsayy’ in puncto d coincidunt. Facile coniicis, in hoc 
casu theorems ita enuntiari : Curva C3 produci poterit involu- 
tione radiorum circa punctum d posita etc., sed demonstrate, 
quam dedimus, illusoria fit. Inferiore loco hanc lacunain ex- 
plcbitnus. 

111. Curva C* producatur fasce conicarum B (K) punctis 
a b, inn constituto , quorum duo, ab, realia sint, una cum 
fasce radiorum B (S) circa punctum y posito. Radio o ipsius 
B (S) respondeat conica K = x, quae ipsum a in punctis re- 
alibus a (l intersecet. E punctis ab inflectantur duae rectae 
ad puncta u resp. (V, a« et bp, quae curvae C, praeter in 
ipsis a u, b fi in duobus etiam punctis a resp. b' occurrunt: 
curva Cs produci poterit fasce conicarum B (K) punctis ab 
a' b' constituto una cum fasce illo radiorum B (S). 

Demonstrate: Rectae, quarum unaquaeque alteras in- 
tersectiones unius conicae k et rectarum A, B inter se con- 
iungit , fascem componunt radiorum ipsi B (k) homographicum 
et ipsi B (S) perspectivuin, qui circa punctum rectae inn plane 
determinatum positus est. (lemma 1, §. 12.) Facile intelliges, 
intersectionem perspectivam huius fascis et fascis B (S) rectis 
A, B in punctis a', b' occurrere. Dcmonstrabimus , pro quo- 
vis radio S datain esse conicam, per puncta ab a' b' Iranseun- 
tem K, quae puncta ss intersectionis ipsius S et conicae re- 
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spondentis R recipiat. Quaevis conicae K cum ilia k chorda- 
lem determinal ipsi ab coordinatam, hae chordales secundum 
lemma I ($. 12.) ornnes per punctum iutersectionis transeunt 
ipsius a' b' et reclae , quae alteras intersectiones ipsius k et 
rectarum A,B inter se coniungit Haec recta, ut supra com- 
memoratum est, in numero radiorum habetur fascis , qui cum 
fasce homographico B (S) intersectionem a b' producit , ergo 
radius ille S ipsi k respondens per intersectionem illam transit. 
Quaevis autem recta ex intersectione ilia inflexa, itaque etiam 
radius ille S, chordalis sit necessarium est conicae illius k et 
conicae cuiusdam K. 

Ex lemmate HI, §. 12. statim sequitur, ratione descripta 
fascem B (k) homographicos ad fascetn B (S) referri. Itaque 
fasces B (S) et B (k) curvara Ca producunt. Q. e. d. 

Ope trium illorum tbeoreniatum demonstratorum et co- 
rollarioruin hoc theorenia principalc deuionstrare possumus : 

IV. Data sit cwrcaCa quocunque modo producta Cano 
solum modo omisso, qui eo conslituitur , quod centrum fascis 
radiorum cum uno ex punctis constituentibus fascis conica- 
rum coincid'd). Eligantur duo quaelibet puncta ipsius Cs , 
«, p, quae in puncto tactionis rectae alicuius curcam C 3 tan- 
geniis coincidere possint ; inflectentur per puncta u,p duae 
rectae A, B: datum erit in utraque recta A, B par puncto- 
rum a a' resp. b b' ( quod si recta A cel B curvae C s in duo- 
bus praeter u cel p punctis occurrit, cum his punctis coin- 
cidit) ita quidem, ut puncta a a' b b' fascem conicarum B (K) 
constituant, qui cum fasce radiorum B (S) circa intersectio- 
nem tertians y rectae ap—o et curcae Ca posit o ipsam Ca 
producere possit. Radio a par chordalium AB fascis B(K), 
quod est conica K, respondet. Si puncta up coincidunt in 
unum u, etiam punctum y in ipsum u cadere potest. 

Demonstratio : Fascis conicarum B (Ki), qui in dato cur- 
vam Cs producendi modo adhibelur, aut est verus fascis co- 
nicarum aut involutio radiorum. In iilo casu ipse B (Ki) 
semper unum saltern par reale chordalium, A t Bi, continet, 
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cui in ipso B (Si) radius Si =»i responded u x ,fii sint puncla 
intersections chordalium A t , B ( et radii <h in ourva Gs ia- 
centia. Cbordales A t , Bi in chordalem duplicem A, coinci- 
dere possunt, quod si fit, puncta a t fa quoque in unum, «t, 
coincidunt, recta a t ipsam C 3 in puncto a, tangit. Semper 
nobis ponere licet, radium cr t non per intersectionem chorda- 
lium At B t transire, si haec intersectio punctum constituens 
fascis conicarum B (Ki) sit. Turn enim conicae K 4 omnes in 
ilia intersectione eandem rectant tangunt, duo ex punctis con- 
stituentibus in punctum tactionis coincidunt, duo reliqua rea- 
Iia sunt, itaque fascis B (Kj) praeter illud de quo ugitur aliud 
par reale chordalium continet, quod ipsorum A t B t loco po- 
natur. Si fascis B (K t ) aequatur involutioni radiorum, pari 
aliquo reali buius involutionis ipsarum Ai B t loco utimur; 
huic pari radius St = ai ipsas A, Bi et curvam Ca in punctis 
at fa secans respondeat. 

Quae cum ita sint, per puucla u t fa (vel si haec puncta 
in unum, ttj, coincidunt, per hoc punctum a,) inflectas rectas 
duas C t et Dj, quarum una saltern, C 1} curvae Cs praeter in 
puncto at in duobus punctis realibus c, et c' t spatio fmito se- 
paratis occurrat. In altera recta Di semper par punctorum 
d t d'i inveniri poterit, ita quidem comparatum , ut ipsa CtCi', 
di d'i puncta fiant constituents fascis conicarum, qui cum fasce 
B (S,) circa punctum yt posito curvam C 8 producat, (cf. th. 11 
et cor. Ill theorcmatis II.) Recta, quae puncta y y x coniungit 
ipsi C, praeter in punctis yy, in tertio puncto x occurret; 
punctum x coniungas cum ipso Cj , punctum cum ipso c'i 
(nil interesset, ut punctum x cum ipso c'i, y cum c t coniun- 
xisses), utraque recta x c,, yc'i curvae Cj in tertio puncto, 
y resp. z, occurret: ex theoremate III curva C 8 poterit pro- 
duci fasce conicarum punctis yzcic t ' constitutum cum fasce 
radiorum circa punctum y t posito. Deinde ex theoremate I 
sequitur, curvam C» produci posse fasce conicarum, qui re- 
ctam x Ct et quemvis radium S chordales coordinatas habeat, 
una cum fasce radiorum circa punctum y posito, cuius radius 
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yy t pari illo chordaliuat respondeat. Recta <i=-yuft, quum ra- 
dius sit puncti y, in punctis aft certa iilius fascis conica se- 
catur; coniungas punctum u cum ipso <k , punctum ft cum 
puncto y (quod intersectio tertia est rectae x ct et curvae C* ; 
(punctum « etiam iam ipso y, ft cum Ct coniungere potuisses) 
utraque recta ac t , fty curvae Cs in tertio puncto, u resp. v, 
occurret: theoremate III adhibito sequitur, curvarn Ca produci 
posse fasce conicarum punctis c t yuv constituto cum fasce 
radiorum circa punctum y posito, cuius radio rr par chorda- 
lium a Ci, ft y respondeat. Ope theorematis II denique rectas 
act, fty cum illis A, 6 commutarc possumus; (quo ipso theo- 
remate etiam puncta a a in recta A, bb' in ilia B collocata 
determinantur , quae fascem conicarum constiluant cum fasce 
radiorum ipsius y ipsam C 3 producentem *). Q. e. d. 

Dcmonstratio , quam dedimus, theorematis nonnisi his 
duabus restricitionibus factis valet: Si curva C 3 punctum d 
comprehendit , cuius radii curvarn praeter in ipso d in uno 
ad summum puncto intersecant, neque punctum « neque ft cum 
hoc puncto d coincidat opportet, quum in demonstratione theo- 
rematum I — HI omnes curvarn C 3 producendi modos excluse- 
rimus, in quibus centrum fascis radioruin in puncto d consti- 
tuente fascis conicarum collocatum sit. Secunda restrictio 
quadrat in eo, quod necesse est, ne rectae A B in tali pun- 
cto d sese intersecent. (Cf. cor. IV theoremati III adiectum.) 

Corollarium I: Sint a a' bb' quctelibet quattuor puncta 
curva Cj (quorum in numero autem nullum est , cuius radii 
ipsi C 3 praeter in eo in uno ad summum puncto occurrunt) : 
curva C 3 produci potest fasce conicarum punctis a a' bb' 
constituto cum fasce radiorum circa punctum facile con- 
struendum posito , quod punctum ipso theoremate plane de- 
finitur. 

B ina punctorum a a' b b’ in t mum punctum coincidere pos- 



*) Haud pro certo dicimua, modum quem nos eligimus transformatio- 
nLs esse brevissimnm omnium. . • 

\ 
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sunt, etiam in punctum, cuius radii ipsi C 3 praeter in eo in 
uno ad summum puncto occurrnnt. (Cf. ilia, quae in cor. IV, 
theoremati II adiecto memoravimus.) 

Corollarium II: Signified X transversalem quomodocun- 
que in piano curvae C 3 ductam (si curva punctum d com- 
prehendit, cuius radii curvae praeter in ipso d in unutn ad 
summum puncto occurrunt, hi radii excludanturj, quae cur- 
vae non in tribus punctis in unum coincidentibus occurrat ; 
haec transversalis X curvam semper in uno puncto a seca- 
bit, praeterea transversalis earn aut in duobus praeter ipsum 
a punctis xx secabit aut in uno puncto x tangit aut om- 
nino non amplius adtingit. 

Per punctum u inflectantur duae aliae transversales, A,B; 
ducatur recta a curvam C 3 in puncto u tangens in puncto y 
intersecans: quibus omnibus factis secundum theoreina demon- 
stratum curvam producere possumus fasce conicarum, qui ipsas 
A B par chordalium habet una cum fasce radiorum circa pun- 
ctum y posito, cuius radio o par chordalium AB responded 
Curva C 3 ita products licet corollarium II theoremati I adie- 
ctum adhibeamus, unde haec theoremata nanciscimur : 

Si transversalis X curvae C 3 praeter in puncto a in 
duobus etiam punctis xx' spatio finito separatis occurrit, 
ipsa curva produci potest fasce conicarum et curvam et sese 
ipsas in punctis xx dupliciter tangentium una cum fasce 
radiorum circa punctum y posito. 

Si ipsa X nullum praeter u punctum cum curva C 3 com- 
mune habet , curva C 3 produci potest fasce conicarum sese 
in recta X imaginarie dupliciter tangentium una cum fasce 
radiorum illo circa punctum y posito; intersectiones imagi- 
nariae conicarum et ipsius X nec non polus communis chor- 
dalis duplicis X plane determinata habentur. 

Si recta X curvam C 3 xn puncto x tangit, ipsa C 3 pro- 
duci potest fasce conicarum cum ipsa C 3 in puncto x oscu- 
lationem quattuor punctorum subeuntium una cum fasce ra- 
diorum illo circa ipsum y posito. 
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In quoque horum trium casuum pun c turn y cum ipso a 
coincidere potest. 

Corollarium III: Memorandum est, turn etiam, si in quo- 
cunque producendi curvarn C 3 modo radius aliquis fascis ra- 
diorum conicam suam in duobus punctis iraaginariis intersecat, 
nihilominus has intersectiones imaginarias puncta constituents 
fieri, si radius fiat cbordalis fascis conicarum ipsam C 3 pro- 
ducentis. ..... 

De casu eo constituto, quod centrum fascis radiorum 
curvam C 3 producentis in punctnm constitnens fascis coni- 
carnm cadit. 

Primum tria theoremata proponimus, quae quum casus 
sprciales sint theorematum I — III , iam cum illis demonstrata 
habemus. 

V. Curva C 3 producatvr fasce B (K) punctis realibus 
a a' in recta A positis una cum punctis bb' in recta B ia~ 
centibus ( realibus vel imaginariis) constituto, cum fasce ra- 
diorum B (S) puncli a, cuius radius a ipsi B in puncto /? oc- 
currens pari chordalium A, B respondeat ; ducatur quaevis 
alia recta Y per punctum datum erit semper par puncto- 
rum yy' realium, imaginariorum vel coincidentium , in recta 
Y positum et ita comparatum, ut curva C 3 produci possit 
fasce conicarum punctis aa’ yy' constituto una cum fasce B (S) 
radiorum puncti a. S* recta Y curvae C 3 in duobus praeter 
I S punctis occurrit, haec ipsa puncta pro punctis yy nan- 
ciscimur, si ipsa Y curvam C 3 in puncto y tangit, puncta y y' 
in hoc puncto tactionis coincidunt. 

(Theorema theoremate II ut casus speciaiis comprehen- 
ditur.) 

Corollarium: Etiam si punctum a' cum ipso a,b' cum 
b coincidit, ita ut conicae K omnes sese in punctis a,b tan- 
gant, theorema valere non desistit. Sed theorema illusorium 
fit, s> conicae K in puncto a cum eadem conica osculationem 
trium vel quatluor punctorum subeunt. 
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VI. Curva C* codent rnodo producta concipiatur, quo 
in theoremate V. Sit K f cornea aliqua ex ipsarum K numero, 
Si radius ipsi k\ respond-ens : conica K, et pari chordalium 
a a', Si fast- is conicarum definitus erit , qui cum fasce ra- 
diorum circa punctum ft posito currant Cs producere potest , 
ita quidem , ut pari chordalium a a', Si radius a ipsius ft re- 
spondeat. 

(Theorema iam cum theoremate I, cuius casus specialis 
est, demonstratum habeinus.) 

VII. Curva C 3 producatur fasce conicarum B(K) punctis 
realibus mna b’ constituto cum fasce radiorum B (S) circa 
punctum m posito. Radius aliquis S conicae respondents in 
puncto ft occurrat. Coniungantur punctum ft cum ipso b', 
punctum m cum ipso a'; utraque recta / 3 b', ma' curvae C3 
in uno insuper puncto b resp. a occurret , punctum a cum 
ipso m coincidet: curva C 3 produci poterit fasce conicarum 
punctis a=m, a bb' constituto cum fasce itlo radiorum B(S)i 

(Quum theorema turn demonstrate ipso III iam conti- 
netur.) 

Praeter haec tria theoremata habeinus ex lemmate II 
($. 12.) theorema: 

VIII. Curva C 3 producatur iisdem dementis , quibus in 
tfeorematibus V et VI. Sit S, radius ex ipsorum S numero, 
qui conicam respondentem K=Ki in puncto Si iterum inter - 
secat: curva Cj produci poterit fasce conicarum punctis asi 
bb' constituto cum illo fasce radiorum B (S). 

Corollarium: Theorema valere non desistit, si conicae 
K in puncto a omnes vel tactionem simplicem vel osculatio- 
nem trium vel quattuor punctorum cum eadem conica subeunt. 

Sicut in casu iam tractato theorematum I— III ope theo- 
rema principale IV demonstravimus, ita hie quoque theorema- 
tibus V, VI, VIII nisi theorema generalius, quod ilia amplecta- 
tur, demonstrare possumus hoc: 

IX. Centrum fascis radiorum cOincidat cum uno a ea: 
punctis constituentibus fascis conicarum, qui cum illo curvam 

* 
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C 8 producat : sit ft punctum aliquod ipsius G j, B recta per 
punctum ft inflexa, qvat jumper punctum a transeat: datum 
erit in recta B par punctorum lib' ( quae si recta B ipsam C* 
praeter in pmcto ft in duobus etiam punctis intersecat cum 
his punctis, si ipsa B ipsam C 3 tangit in punctum tacit onis 
coinciduul) ita comparalum, ut fascia conicarum punctis bb’ a 
el quarto puncto uhicunque in curva C3 iacente constitutes 
cum fasce radiorum circa punctum a posito ipsam €3 pro- 
ducer e possit. 

(Demonstralionem, quae illi theorematis IV plane simiiis 
ait, omittirnus.) , d 1.1.1.. . . 

Theoreraate IX ostendilur , quamvis curvam G, generis 
de quo agilur turn etiam, si in dato producendi rnodo eonicae 
fascia in centro fastis radiorum osculalioneiu trium vel quat- 
tuor punctorum subcant, produci posse fasce conicarum, qui 
puncto a una cum tribus punctis realibus a bb' inter se se» 
paratis ipsius C 3 constituatur. Qua in productianc puncta bb' 
ita licet eligaotur, ut recta bb' per punctum datum ipsius C 3 
transeat, pro ipso a' quod vis curvae C 3 punctum accipi petu 
est. Theoremate. VI adhibito sequitur, pro pari illo S 4 K 4 
(cf. VI) sine ulla restrictione quodvis par conica K et radio 
S respondente compositum poni posse, ita ui locum ipsius S 4 
recta, quae quodvis ipsius C a punctum. cum puncto-. a. con* 
iungat, oblinere possit Quibus raiionibus thcorema hobo* 
mus hpcce; . .. , . . . . > >.•.',>«.»* ; rt ■■>.* •. i 

X. Si in productkme curvae ,C , centrum fascia radio- 
ruin a cum mo m punctis constiteentibus fascis conicarum 
coincidit, deinde si in curva C, tria pungta separata^ quo-, 
cunque rnodo eliyjmus , curva produci poterit fasce aonica- 
rum per duo punctorum eleotorum transeuntium praeter ea in 
pmcto a eandem rectam tangentium una cum fasce radiorum, 
circa ter Hum iilot'wn punctorum electamm positum. i (Rectae, 
coniunctionis huius puncti tertii et puncti s, quippe quae ail’ 
radius fascis, in fasce conicarum pur rectarum ipsumM cum 
duobus reliquis punctis coniungentium responded) .00 
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Hoc theorcma pro cur vis C 3 huius specialioris generis 
modos suppeditat producendi, quae nulla re ab illis genera- 
lioribus differant. Qua ratione concludimus : 

XI. Theorema IV una cum corollariis 2 el 3 adiectis 
valere non desistit, etiam si in modo producendi , qua curra 
Ca ab initio datur , centrum fascis radiorum cadit in unnm 
ex punctis constituent ibv.'t fascis conicarum. Itaque theses 
extenduntur in omnem cure am C 3 . 

De modis producendi curvam C 8 pnncto|d praeditam, 
cnins qnilibet radius ut tangens ipsius C 9 concipitur, eo in- 
signibus, quod boc punctum d puuctum constituens fascis 
conicarum fit. 

Delectus punctorum u,[i nec minus rectarum A, B (cf. Ih. 
IV et corr. adiocla II et lll) una re adliuc r eslringilur. Neinpe 
si curva Cg tale punctum d continct (iam in cor. IV theore- 
matis II ostendimus tale punctum in curva Cs inveniri posse; 
nunquam autem curva duo talia puncta habere potest, quod 
in eorum recta coniunctionis bis bina ’puncta intersections 
rectae ef curvae C» coinciderent , quod fieri non potest) illic 
non permittebatur, ut punetum a vel ft vel punctum intersectio- 
nis ipsarum A et B in ipsum d cadat. Itaque punctum d una 
tanturn ratione in novum modum curvam C s producendi in- 
troduci poterat, quae ratio in eo posita erat, quod una ex 
rectis A, B, e. g. B per ipsum d transibat, turn curvam Cs 
productam nanciscebamur fasce conicarum ipsam B in puncto 
d tangentium, praeterea per puncta a a' transeuntium una cum 
fasce radiorum ipsius y. Sed sunt praeter hunc modum multi 
alii, in quibus punctum ft exhibetur, rcstat, ut hos modos 
enuuicremus atque demonstremus , eos revera adhiberi posse. 
Quo in negotio proficiscimur ab uno illo, quern iam adepti su- 
mus, producendi modo, in quo punctum d locum habet. Puncta 
a a' realia esse ponimus, quum, si imaginariu sunt, secundum theo- 
rema VI ipsam transversalcm A cum alia per punctum a trans- 
eunte comuiutarc possimus. Radius yd fascis radiorum in hoc 
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droducendi modn adhibiti quum ipsam C 3 in puncto d tangat, 
tangit etiam conicam respondentem in eodem puncto. Secun- 
dum theorema IV producendi modum adhibitum ita accipere 
possumus, ut punctum y non cum puncto ft coincidat, quo 
facto radius yd in rectam B cadere non potest, itaque co- 
nica respondens in puncto d duas rectas tangit diversas qui- 
dem, praeterea haec conica per puncta a a' transit, ergo com- 
ponitur chordalibus da, da'. Quibus rationibus inteiligitur, et 
theorema I et lemma IV adhiberi posse, quibus adhibitis hos 
alios curvam Cs producendi modus adipiscimur: 

1) Si rectarum AB in theoremate I occurrentium loco 
rectas ad, a’d, pariuin aa, bb' in rectis A resp. B positorum 
loco paria da, da', rectae a loco rectam ad ponimus, si de- 
nique facimus, ut puncta a/3 theorematis I in ipsum d coin- 
cidant, theorema (cuius demonstratio supra data etiam in hunc 
casum facile extenditur) docet, curvam C s produci posse fasce 
conicarum punctis a, d una cum punctis, in quibus conica ali- 
qua modi propositi radio suo occurrat, constituto, una cum 
fasce radiorum ipsius d. 

2) Ex iemmate IV (§ 12.) statim sequitur, ctfrvam Cs 

produci posse involutionis radiorum circa ipsum d positae et 
fascis radiorum ipsius y ope. . i •••.<•! 

In priore novoruin horum producendi modorum punctum 
d et puncti constituentis fascis conicarum et centri fascis ra- 
diorum loca obtinet, itaque theorema IX adhibentes nancisci- 
mur theorema: 

XII. Eligatur quodcunque punctum ft curvae Cj puncto 
d praedilae, inflectatur per punctum ft recta B, quae non per 
punctum d transeat: Datum erit in ipsa B par punctorum 
b b’ (quae si recta B curvae C 3 in duobus praeter ft punctis 
occurrit, cum his punctis, si ipsa B curvam C 3 tangit in pun- 
ctum tactionis coincidunt) tale, ut fascis radiorum punctis 
bb d et quovis quarto in ipsa C 3 iacente constitutus cum 
fasce radiorum ipsius d curvam C 3 producat. 

Quod ad alterum producendi modum supra commemora- 
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turn pertinet, rcstat ut disquirainus, utrum una tantum invo- 
lute circa punctum d posita ad curvam Ct producendam apta 
sit, an plures, si autem plures, quales sint? 

XIII. Omnibus involutionibus ad curvam C s producen- 
dam idoneis unum est par commune. 

Quam thesin ut demonstremus, curvam Cj involutione 
aliqua circa punctum d posita cum fasce radiorum circa pun- 
ctum m coliocato productam concipimus. Deinde tres casus 
discernimus , quorum in primo radio md ipsius fascis circa 
punctum m positi par invoiutionis reale, in altero radius invo- 
lutionis duplex, in tertio par iroaginarium responded In pri- 
mo casu rectas paris illius radio m d respondentis duos radios 
ipsius d habeinus curvae non amplius occurrentes; secundo 
radium ilium duplicem habeinus unum talem radium, quo inteili- 
gitur omnibus involutionibus circa ipsum d positis et curvam C 3 
producentibus par illud resp. radium duplicem ilium esse com- 
munem. 

In tertio denique casu quiiibet ipsius d radius curvae C 3 
in uno etiam praeter d puncto ab ipso d spatio finito sepa- 
rate occurrit. Modus concludendi, quo modo usi sumus, in 
hoc casu adhiberi non potest, tamen involutionibus omnibus 
curvam C* producentibus illud par, quod ipsi md respondet, 
commune est. Demonstrabimus hoc apagogicos. Posito cur- 
vam Cj alia etiam involutione circa ipsum d posita cum fasce 
radiorum circa punctum m' collocate produci posse. Amba- 
bus involutionibus unum par gg' commune est, quod reale 
esse non potest, quum, ri reale esset, punctum m cum ipso 
m' coincideret itaque inter utrumque producendi modum nul- 
lum discrimen esset. Respondeat pari gg' in radiorum fasce 
circa punctum m' posito radius S' : intersectiones qnattuor 
imaginariae ipsius gg' et radiorum SS' secundum corolla- 
rium tertium theoremati IV adiccto fasccm constituent conica- 
rum cum fasce radiorum circa cerium punctum m" posito cur- 
vam C3 producentem. In hoc fasce conicaruin ipsi radio in” d 
par cbordaliuin imaginariarum gg' respondet. Fascis coni_ 
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car u m in qunlibet transversali per punctuin d transeunti invo- 
lutionein determinat ipso d ut puncto duplice praeditam, cui 
involution! homographica est series puuctorum fasce radiorum 
circa punctual in’' posito in transversalem incisa, ita quidem, 
ut puncto duplici d involutions ipsurn punctum d seriei re- 
spondeat. Lemmatis VIII (§. 12), ope utrumque punctuin re- 
liquum producti ipsius involutionis et seriei construere possu- 
mus, qua ex constructione intelligitur , haec duo puncta vel 
imaginaria, vel, si realia sint, a puncto d spatio finito sepa- 
rata esse. Ergo ipsa transversalis curvae vel omnino non am- 
plius vel in duobus etiam punctis realibus et ab ipso d sepa- 
rate occurreret, quod hypothesi repognat. 

Haec contradictio turn solum tollitur , si ponas, paria, 
quae in utraque involutione radiis in d resp. in' d respondeant, 
in unum par coincidere , quod par igitur utrique involutioni 
commune est. . - • : 

Itaque etiam in hoc casu opportet, omnes involutiones 
ad producendam cur vain C 3 aptas ipsuin pur, quod in una 
ox his involutionibus radio e centro fascis radiorum ad pun- 
ctual d ducto respondeat, commune habere, quo sequitur, hoc 
ipsum par in quovis inodo curvam C 3 involutionis ope produ- 
cendi radio per punctum d transeunti respondere. 1 

XIV. Quaelibet irwolutio, quae par illud commune con- 
tintt, ad producendam curvam C 3 adhiberi potest. : ' » 

Ex corollario I theoremati IV adiecto in productione 
curvae C3 fascis conicarum ope, quae omnes eandem recta m 
in puncto d tangunt, praeterea per duo puncta &a transeunt, 
ipsa haec puncta a a' quolibet modo eligi possunt, uno solum 
puncto d excepto. Si autein ab hoc produceadi modo ad 
productionem involutionis ope transgredimur , rectae da, da' 
par hunt alius involutionis. Licet igiturjpar illud d a, d a' quo- 
libet modo eligere, itaque etiam tali modo, ut hoc par cum 
pari illo communi unamquamquam ex involutionibus par illud 
commune continentibus definiat. 

Superest, ut modos quosdam commemoremus vnlde spe- 
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dales producendi curvani Car cuius punctum diduos continet 
radios ipsa in 1 C 3 non amplius secantes. Quam cdrvant si in- 
volutione circa punctum d posita productam coneipis, facile 
inlelliges (quod supra etiam amplius illustrabitur), duos ramos 
curvae C 3, quae radios illos in ipso d tang-ant, inhoc puncto 
d sese intersecare. Scinius ex iheoremate XII, talem curvam 
product posse fasce conicaroin quibuscunque tribus purictiS 
ipsius € 3 cum puncto d constitute, una cum fasce radio nun 
ipsius d. Nihil obstat, quominus unum ex tribus ittis punotis 
vel duo ;Uel triain uno exduobus ramis ipsius C 3 in puncto 
d sese intersecantibus puncto d tanto adpropinquentur , qnan- 
tocunque velis, quia puncta fascem coniearum determinare 
non desistant, qui mutatur in fascem coniearum cum yam# 
ipsius C$ in puncto d vel (actionem simplieem vet oscnlationem 
trium vel quattuor punctorum ineuntium. cu d . 

Itaque tbeorcma ponimus hoc:/ > .1 u ■ i.ur <> ■ ■. tlttb 

•in XV. Curva C 3 punctum d continens, in quo duo rami 
ipsius C » sese intersecant , produci potest fasce radiorum 
ipsius d una cum fasce coniearum , quae ret unum em ramis 
Hits simpticiter tangunt praeterea per puncta duo ipsius C* 
transeunt, cel quae cum codem ratno in puncto d osculatio- 
nem trium punctorum ineunt, praeterea per unum punctum 
curvae transeunt , vel quae cum ramo in puncto d osculatiu - 
nem quattuor punctorum ineunt. i ■•■•nod-) imp ,( m 

';'.i Si curva C 3 uno e* his tribus modis producta eoncipt- 
tnry facile intelligiter , i esse semper duos ipsjus d radios , qui 
nullum praeter d punctum cum ipsa C» commune habeant, 
nempe rectaai, quae otnnes fascis conicas in puncto d tang-at, 
et radium, qui pari chordalium in ipso d sese intersecantium. 
respondent. (Si conicae in puncto d oscolalipnem quattuor. 
punctorum subeunt, hae duae cbordalcs in chordalem dupliceip. 
coincident. Hie radius cam tpngentc. ilia coineidene non po- 
test, quum| si coincident, productum curva tertii ordiais. aatxi 
plius non esset (cf. lemma IX, cor. 1, §. 12.). Ilaquc curvae 
Cg, quaruin punctum d unum tantuiu radium babel, qui curvae 
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Demonstrabimus nunc theorematibus IV, corollariis ad- 
iectis II et III, XI, XII, XIII una cum XIV, XV, omnes, qui 
esse possunt, modos curvas Cs producendi exhauriri. 

Fasces conicarum, qui omnino ad curvam C, producen- 
dam apti sunt, dividuntur in classes tres. Fasces primae clas- 
sis unum saltern par chordalium non coincidentium continent. 
In fascibus secundae classis unius paris chordales in chorda- 
lem duplicem coincidunt. Involutiones denique radiorum com- 
ponunt tertiam ciassem. 

Theoremate IV, corollario primo adiecto, turn theorema- 
tibus XI, XII, thesi denique prima et secunda theorematis XV 
cognovimus omnes conicarum fasces ad producendam datam 
C 3 aptos, nam theoremata enumerata delectum plane liberum 
permittunt paris illius chordalium non coincidentium, quibus 
electis bina paria punctorum constituentium in utraque chor- 
dali sitorum uno tantum vel pluribus modis (sex ad summum) 
neque minus centrum fascis radiorum determinate habentur. 
Theoremate IV, corollariis II et III adiectis, turn tertia thesi 
theorematis XV omnes secundae classis fasces ad producen- 
dam datam C 3 idonei exhibentur. Nam etiam hie delectus 
plane liber chordalis duplicis permissus est (exclusis solum 
transversalibus, quae curvae C 3 in tribus punctis in unum 
coincidentibus occurrunt, nisi hoc punctum tale est quod d 
appellavimus), qua chordali electa fascis conicarum punctis 
constituentibus in chordali duplici positis et polo chordalis 
uno tantum vel pluribus (ad summum tribus) modis nec non 
fascis radiorum definita sunt. Theoremata XIII et XIV denique 
conditionem describunt, sub qua omnino curva C 3 involutione 
radiorum produci potest, cui conditiom si sufiicitur, theore- 
mata omnes suppedilant involutiones ad curvam producendam 
aptas. ... 

non amplius occurrit, modis ipsius theorematis XV produci 
non possunt. 
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§. 16- De punctis imaginariis, quae curva tertii ordiuis 
praeter realia complectitur. 

Si quaelibet transversalis in piano curvae C 3 ducta et 
huic curvae in uno tantum pnnclo occurrens chordalis (It fa- 
scia conicarum ipsam C« producentis, datum est par imagina- 
rium punctorum in transversali plane definitum, quae pun- 
cta fiant constituentia fascis conicarum. Sequitur ex theore- 
mate IX (quod iam in corollario III huic theoremati adiecto 
statuimus), hoc par punctorum non mutari utcunque altera 
chordalis fascis conicarum ducta sit. 

Puncta huius paris abhinc ut ^intersectiones imagina- 
rias curvae Cj et transversalis illius u concipimus. Si trans- 
versals ilia radius fit fascis cum fasce conicarum ipsam C , 
producentis, hae intersectiones imaginariae cum punctis, in 
quibus radius conicae resporidenti occurrit, coincidunt. 

Inferiore loco ostendetur, intersectiones imaginarias trans- 
versalis alicuius adiecta intersectione reali componere produ- 
ctum integrum 'involutions fasce conicarum in transversali de- 
terminatae et seriei punctorum involutioni homographicae, 
quam' fascis radiorum in transversalem incidit, quo conclu- 
dendum est, hoc productum non pendere ex singulo quodam 
curvam C 3 producendi modo, ita ut non mutetur, quocunque 
modo curva C 8 products concipitur. 

Quo demonstrato demum denominatio ^intersectiones ima- 
ginariae" plane probatur. 

Quod termino „ intersectiones imaginariae conicae et cur- 
vae C s “ volumus intelligatur, per se ipsum perspicitur. 

Si in piano curvae C 8 datae transversalis ducitur, quae 
ipsam C 3 praeter in puncto reali in pari punctorum imagina- 
riorum intersecat, secundum theorema IV, adiecto corollario 
II, una cum theoremate XI (§. 15) ipsa C s produci potest 
fasce conicarum, quae sese in punctis illis in transversali ut 
chordali duplice dupliciter imaginarie tangunt. Par tangen- 
tiuni imaginarium in illS interscctionibus omnibus fascis coni- 

4 
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cis commune appellabimus „par tangentium ii 
bits imaginariis ipsius transvChaUs et’^iifvae 
ductarum .IBWaslqiflOD IbJofiiq 

l-i Si denique. ourva .Oj; punctam doontinMjiquod .indium 
curvae non amplius. occarrentmn mosiihebet, pani omnibus ini- 
volutionibus circa ipsum d positis et ad prodpcendamnourvaitt 
aptis commune ad pellabimus *par > imaginarium tangentium in 
punclo A ad ramos curvae C« ductarum. !ii'»tiii)-'i! o IiiriI cl i 
i, ■; »*!i ,:i:d 111 ( tiiidoio') in miii iuMip; /.I 

§. 17. Theoreniata de modis curvam C 3 producehdi nova 

i. ; 'iff It mill/, nii'/t ’c.rii '/;] isilidcituio 
M.l>:*'l! i-l'lt.i] -l.lllllt llllflll'i 

Tcrminis novis in §. 10. introduces theoremaia, de di- 
versis modis curvam C 8 producendi expressway uommodiore 
amplecti possumus bftfttn-.i.i.i a*nn>il-i-<-.r«iii! u.d 

LCurva C 3 data quolibet fasce conioamm, cuius pun- 
cta constituentia binis quibus libetparibus vet realibus vel 
imaginariis punctorum in ourva pmitorwn companmtur una 
cum fasce radiorum, cuius centrum, in ateraa situmiilis pun- 
clis constituents us plane dejinitumi i JkgbStur y product \ potest. 
Puncta utriusque parisinidem pmctomlieeticointidant, Sf 
quattuor puncta binoruin illorum pariutniqmnia . realia sunt, 
tria vel quattuor in unum punctam, coinaider e,possunt fca>- 
cepto quoque puncto, quod , quamquam non est punctual d, 
tamen radium continet curvde in tribus. ,punciis in unum 
coincidentibus occurrentem , nec minus puncto,* d 4 pro quo 
par tangentium ad rap*««. ipsius vGj ductarum ,vel coincidit 
vel imaginarium est).i < w] ;! „ •>. 1 -tumubw 
•h.up Ui Praeterea curva. Cs product potest faste c omcarurn 
curvam in punctis imaginams , in quibttp itrcwsversali aliqva 
secatur, duplicator tangentium. nnowCum fasas radiorum ipsa 
transversals data plane definitg. 1 / oluui i unill . 

■ u HI. Curva C # si dvnique,,pun4itum;i<\) continet , product 
potest quaqUe iuvolutivne ftkoa 1 ipsum id ! ffOsdcr, 1 quae tange»p- 
tes in ipso d ad, curvae nmos l ductas\'habet par , um cum 
l 



expression comprehenduntur. 



1 interseclioni- 
A Si Curvam 
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fusee radiorum , cuius centrum involutions electa plane deter- 
mination esl. t t ’ • • : i i- * 1 lift 

Haec theoremata, quoad pertinent ad produeiioncm curvae 
fascibus conicarum , quorum punota constituentia partim ima- 
ginary sunt, nihil novi afferunt, quum puncta imaginary ipsis 
his novis producendi modis deiiniantur. Simulatque autetn 
inferiore loco demonstraverimus , intersectiones imaginarias 
transversalis et curvae Cs adieefa intersectione reali produ- 
etom eomponcre integrum involutions fasce conicarum produ- 
oente in transversali determinatae et seriei punctorum involu- 
tioni homographicae, theoremata, etiam quoad spectant ad 
puncta imaginaria, novum momentum adipiscuntnr 

■•! ;;•<> t *»■!;• 1 1 «* I • «i«t s ; .it; •>t. , i .. ■ . ’> .. • 

§.18. Gorollaria e theorematibus §. 17. derivata. 



Eo, quod eurva C 3 fasce conicarum quibus libet qu*t« 
tuor enrvae punctis (etiam imaginariis) constitute produci po- 
test, et quod curva C3 semper per puncta constituentia fascis 
producentis transit, statim concludendum est: 



I. Quilibel fascis conicarum ad quameunque curvam C3 
per puncta constituentia fascis conicarum transeuntSm produ- 

* ■ I* ! •**! Tlir» - 1 ' r 1 1 • I r »|*| |,f , . 

cendam adhiberi potest. „ 

Ex hoc corollario constructionis ope curvae C 3 per 
novem puncta realm data transeuntis a ©el Ch a sirs datae*) 

nanciscimur aliod* KI 1 1 1 ” ' H ' 

Per novem puncta data semper und et in generali casu 

'••• >'•('. .. ' fill'O ' .. 

una tantum curva C 3 transit. sin autem per novem ilia 
puncta, duae habentur curvae C,, numcrus talium curvarurn 

infinite magnus est**). 1 ■ • >.>••<) n; .. .» «... •. ,.;i> 



iLiiy t tit'tr'. .Ji t ) !;;•! miioiI 



•) Comptes rendus, 1853 premier semestre, p. ?U7.' -l"' 1 

**) Tbeorema B sectfonem conicnm qutnque punclii , per quae trim- 
seat, determination estH* quod in aectiomim conicatwn iheoria hnie coor- 
dinatum est, alius tbeorematis tantum ope demonstrari potest; radios , ij mi 
omnia puncta sectionis conicae cum duobus ciurifem conicac tmnetis fixis 
conhingant, circa ulrumque hoc punctum fasces componere homograpbicos. 
In omnibus huius theorematis demonstrationibus qtias novimus coniea pro- 
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Ipsa ilia cel. Chasles constructio expressionem suppe- 
ditat conditionis, quae inter positiones novem punctorum inter- 
cede, si plures curvae tertii ordinis per haec puncta transeunt. 

Nam in constructions cel. Chasles adhibenda quaelibet 
quattuor puncta ex novem illis puncta Hunt constituentia fascis 
conicarum curvam producentis, deinde ostenditur, reliquis qain- 
que punctis et centrum fascis radiorum et relationein homo- 
graphicam plane definita esse. Si igitur theorema, esse in 
casu generali unam tantum curvam, quae per novem puncta 
data transeat (melhodo algebraico), iam demonstratum babe- 
tur, statim consequitur, ne minimi quidem momenti esse, qui- 
bus ex illis novem punctis ut punctis fascem constituentibus 
usi simus. Contra nos hoc ipsum demonstrare cogebamur. 

(Exempli gratia statuimus systema novem punctorum, 
quae infinite mullis curvis C 3 recipiuntur, hoc: Datis fasce 
conicarum B (K) duobus conicis suis K, et K*, fasce radiorum 



ectione in circulum mutatur. (ita praeter alios cel. Steiner theorems de- 
monstrat „Systematische Entwickelungen etc. 37.“) Quod affero, ut no- 
strum demonstrationem nimis longam theorematis correspondent!* in theoria 
curvarum tertii ordinis excuset, cum in hac theoria nihil sit, quo mutationis 
illius in circulum proiectione etfectae loco utamur. 

Quum proiciendi methodus minus elegans sit, concedatur nobis, ut hanc 
theorematis |reciproci pro sectione conica demonstrationem hie adumbremus. 

Producatur sectio conica x duabus punctorum seriebus a, b, C, . . . . 
et a'b'c' . . . . in rectis A, A' positis. Sit A" recta, quae intersectiones 
parium binis rectis compositorum (ab', a'b), (ac' a'c), be' b'c) . . . . re- 
cipit. Intersecet tangens X ipsius x, mobilis concepts, ipsas A, A' in pun- 
ctis x t‘, ipsam a a’ in puncto p. Series punctornm p ipsis seriebus x x' 
homographica erit. Nam ax’, at sese in puncto J rectae A" intersecant, 
deinde si recta S{ (S = intersectio ipsa rum A A’) ipsi a a in puncto p p' 
occurrit, series punctorum $ cum seriebus x et x turn etiam seriei p homo- 
graphica est, quum ipsum p' punctum quartum harmonicum sit ipsius p pro 
pari a a'. Occurrat autem tangens Y alii tangenti iixae ipsius x, b b’, in pun- 
cto j, turn etiam series ipsorum 3 ob iisdem causis seriebus X et x homo- 
graphica erit. Ex quibus concluditur, etiam series p et p' esse inter se ho- 
mographicas. Q. e. d. . i|.; •• .1 ,i.d'- • •«. . 
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B (S) duobus radiis suis St el S2, modis infinite multis fascem 
B(K) ita ad ipsum B(S) referre possumus, ut conicae K, ra- 
dius Si , conicae K 2 radius S 2 respondeat. Quaeque ex his 
relationibus curvam C, producit; hae curvae omnes per quat- 
tuor puncta constituentia ipsiusB(K), per centrum ipsiusB(S), 
per puncta intersectionis ipsarum S t et K if S 2 et K 2 , i. e. per 
eadem novem puncta transeunt. Quarum curvarum in numero 
ducuntur combinationes Si K 2 et S 2 K t , quarum utraque recta 
conicaque componitur. Casum spccialeni constituunt bina sy- 
stemata, quorum quodque tribus rectis componitur; per novem 
puncta intersectiones horum 'systematum infinite multae curvae 
C3 transeunt.) 

III. Sectio conica, quae curvam aliquam in quattuor 
punctis intersecat , quorum bina imaginaria esse licet , vel 
quae curvam (realiter vel imaginarie) dupliciter tangit , vel 
quae curvam in uno puncto intersecat , praeterea autem in 
altero puncto osculationem trium punctorum cum ea init, 
vel quae osculationem quattuor punctorum cum curva init, 
duo tantum puncta (realia rel imaginaria ) insuper cum 
curva communia habet. 

IV. Sectio conica plus quam sex puncta cum curva 
tertii ordinis communia habere non potest. 

V. Si conica curvam C* in tribus paribus punctorum 
a a’, bb', cc secat , una quaque rectarum a a', bb', cc' ipsi 
curvae in uno etiam puncto u, resp. p,y occurrit: puncta 
u, (l, y in eadem recta posila sunt *). Conica in duas rectos 
mutari potest, quaeque harum rectarum curvam Cs in tribus 
punctis realibus intersecat, abc eta'b'c', quorum si bina re- 
ctis coniungis (quemvis ordinem sequens J, e. gr. a cum a', 
b cum b' c cum c, quaeque coniunctionis recta ipsi C3 in 
uno etiam puncto occurrit, quae puncta eadem continentur 
recta. Rectae illae in unam rectam 6 coincidere possunt, 
unde habetur theorema: Rectae curvam C 3 in tribus trans- 



*) Theorema priinum a clar. P 0 n c e 1 e t proposition est. 
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versalis G intersectionibus tangenles ipsi Gs in tribes etiam 
pmiclis occurrunt, quae eadem continental' recta *). 

VI. Inflect antur per tria puncta upy curvae C 3 ,in ea- 
dem recta iacentia quomodocunque tres rectae A,B, C, quae 
ipsi C j in tribus etiam paribus punciorum ( reaiibus vel ima- 
ginariis) a a', bb:, c c’ occurrunt , haec pari a in eadem co- 
rnea ineenientvr. Unius cuiusque paris puncta in unum 
punctum a resp. b, <5 coincide™ possunt. Si puncta aa’ in 
ipsuni a, bli in ipsum b coincidunt, recta ab ipsaraCa in uno 
etiam punpto c interseeabit , quod in punctum puncta cc’ co- 
incide™ possunt. Hubuinus itaque theorems: 

Terna ex punctis taclionis tangentium ex tribus punctis 
curvae C 3 in eadem recta sitis ad curvam ductarum eadem 
i’ecta continentur. \.<w w y. .iim, .‘,o ;.*,»•» .v, 

Vr\ , i(Inferiore loco numerum talium rectarum determinabimus.) 

> Bina e punctis ufty in punctum taclionis rectae curvam 
G 3 tangentis coinddere possunt. Etiam tedium punctum in- 
Super cum. iis coincide™ potest, ita ut , si intersectiones tres 
transversalis alicuius et cur vac C s in unum punctum a, quod 
non est punctum d, coincidunt, intersectiones reales quorum 
bibet triton rectarum per punctum a inflexarum et curvae C3 
in eadem iaceant conica, vSi ex his sex intersectionibus tres, 
quorum qvaeque in alia transversali sita est , eadem recta 
continentur, tres reliquae quoque in alia recta insunt. 
ju+:-u»iu^ — ; \ i vuv/u. ’ ••• .*'■ .Yv , i*- \\\UvV> tr »• * . V. 

TheorMna ism cliirissimo Mac Ltnirin notum erat. Vt ' 

vaun \u 1 iw\ • w'.-.jiVu'r. v.vmw' 1 , svy'Mv*\' ,\4V>u\\ i c.'-iev 
»>.'v A wmup t > * 1 »v, ‘1 

,,, uuc> a ,ty. .» , ■.iiWVio •. ».• 

y.\ -. ) • iiV*’,’: t,aV'.iinv.»iUi>« vuyvMv.! a u *,• .*■> 

jliim v.nty , \**. t vj »•.. '•I'a.i wi. • 

wiiii'.iii *. ) it 11 -ii 1 n .»• 1 • ii : re ,, 

KUWt\ 1 'U'e .5' 
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VITA. 






NqIub sum. Carolus Josephus Hermannus Kortum 
die 29. mensis septembris a. 1836 Muffendorf in vico Rhena- 
no prope Bonnpm^^patice \Caxfllo, Med. Dr,, cuius praema- 
turam mortem valde lugeo, metre Josephina e gente Gos- 
sen. Fidei addictus sum catholicae. Litterarum dementis im- 
butus primum gymnasium coloniense catholicum, turn clar. 
BI'Fnbbrfdi'di'rectbi'e'^JoFebB, ifeinde alterum gymnasium co- 
loniense Friderico-Guilelmum frequentavi, quod clar. Knebei 
directors' gaudebat; Quo relicto oetobri a. 1865', quum ad 



scholam polytechnicam me conferred voluerim , per anni tem- 
pus Colonist: disciplinis matbematicis el arti delineandi operam 
dedi; hoc anno autern peracto consilium cepi, inathematicae 



purae me dare, itaque oetobri anni 1856 banc almam littera- 
rum universitatem adii, ubi scholis interfui virorum ill. Arge- 
.setuin-. «< \ • •» ® 

lander, Beer, Knoodl, Lipschitz, Pliicker, Schonfeld; 

ariiio peracto Gotlingiam profectus in Academia Georgia-Au- 
gusta per duo semestria viros audivi ill. Dirichlet, Riemann, 
Weber; deinde Berolinum me contuli, ubi per unum semestre 
clar. Weiers trass scholis usus sum; denique vere a. 1859 
Bonnam redux per duo etiam semestria scholas frequentavi 
virorum ill. Beer et Lipschitz. Omnibus praeceptoribus meis 
optime de me mentis, imprimis viris clar. Beer, Lipschitz, 
Riemann gratias nunc ago semperque habebo quam max- 
imns. Inde a vere a. 1860 Coloniae in domo patria moratus 
sludiis matbematicis vacavi. 
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THESES. 



1) Physicae hypotheses non rerum sed cogitandi formae 
sunt. 

2) Trigonometria in gymnasiis doceri non ex usu est. 

, , , * . t,} 

3) Notiones geometricae e perceptionibus derivari non 
possunt. 

1 * :• • / \ " 

4) Lingua latina recentiori geometriae tractandae non 
apta est. 

5) Studio philosophica non a logica sed a philosophiae 

historia incipienda sunt. : 

6 ) Nondum refutatum est , homines somno magnetico op- 
presses doloris sensum non habere. 

7) A Goethio in libro, cui titulus est „ Wahlverwandtschaf- 
ten u , adulterii patrocinium suscipi f also iudicalum. 

8) In Shaksperii fabula „Romeo and Juliet “ omnia fato 

obnoxia. « 

•• • ' I ! • 

. •. i. *i • • • ' >> ■ •' ■■ :•;* 

' ... i ,, . ■ ;• ii i : i ■ > «• - ‘.“i’ 
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